RjeSenja ispita iz Matematike 3R/E
9. veljace 2011.

Pitanja iz 1. ciklusa

1. (4 boda) Izvedite formule za koeficijente a,, n > 0 trigonometrijskog Fourierovog reda zadane
funkcije f:[—m, 7] = R po trigonometrijskom sustavu %7 cosx,sinx,...,cosnx,sinnz,...!
(Integrale koji nisu tabli¢ni potrebno je izra¢unatil!)

Rjesenje:
Za funkciju f : [-m,7] — R promatramo pripadni Fourierov red oblika S(z) = % +
> nsi Gncosna + by sinnz. Za f(z) i S(z) vrijedi da je [T f(z)¢(x)dz = [T S(z)p(z)dz, za
sve funkcije ¢ iz danog trigonometrijskog sustava. Vrijede jednakosti:
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/ sin mx sin nxdr = / cosmx cos nxdx = / sin mx cosnxdx = 0
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za sve prirodne m # n (1 m = n za zadnji),
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/ sin? nxdz = / cos? nxdx = 7 (za prirodne n),
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Zakljucujemo da je [* 3

Analogno, [* cos(nz)S(z)dz = wa, = ["_cos(nz)f(z)dz, pa je

a, = 1 /Tr cos(nz) f(z)dx.
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2. (5 bodova) Prikazite pomoéu Fourierovog integrala neparno prosirenje funkcije
flz) =ze™®, x>0.
(Naputak: za racunanje spektra koristite Laplaceovu transformaciju.)

Rjesenje:
ze *, x>0

ze®, <0’

Neparno progirenje funkcije f:R* — R definirano je formulom f(z) = {

Kako je f(z) neparna funkcija, to je A(\) = 0.
Ratunamo B(\) = L [% f(z)sin(Az)dz = 2 [[* e “zsin(Az)dz.

Neka je ¢y (x) = sin(Ax) o SQ_F#XL, = ®,(s). Tada, po teoremu o deriviranju slike vrijedi
da je ¢y (z) o® —P) (s), pa je B(\) = =29/ (1) = ﬁ, pa dobivamo

4 °° Asin\z
= — ——_d\.



3. (5 bodova) Rijesite Cauchyjev problem

{ y'(t) +y(t) = f(t),

pri ¢emu je f(t) poluval sinusoide dan slikom.
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Rjesenje:
Smetnja je dana funkcijom f(t) = 10sin 2tgy % 1(t) o® = +4(1 +e72%) = F(s).
Rjesavamo jednadzbu u slici sY (s) —y(0) + Y (s) = F(s) i dobivamo

1 20 x
Y =———(1 29
()= g (e ),
§to rastavljamo na parcijalne razlomke i dobivamo Y (s) = (4 - il) (1+e2%). Rjeéenjel

dobivamo povratkom u original:

*oy(t) = (2sin2t — 4cos 2t)gjo, z1(¢) + de " H(u(t) + eu(t — g))
o
4. (6 bodova) a) Definirajte konvoluciju dviju funkcija.

b) Dokazite da je konvolucija dvaju originala original.
¢) Rijesite integralnu jednadzbu

t
y(t) = 6t + /sinT cy(t —T1)dr.
0

Rjesenje:
Konvolucija funkcija f i g je funkcija

0= [ i

Ako su f i g originali, to vrijedi da je |f(t)] < Me®, |g(t)| < Nebt (za neke konstante
M,N,a,beR)if(t)=g(t) =0 (zat <0). Kadajet < 0ondaje (fxg)(t fo g(t—7)dr =
— fto 0-g(t—7)dr =0. Za t > 0 onda vrijedi

[(f = g) ()] = g(t —7)dr
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< ——e gdje je ¢ > max{a, b}.
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Kako je slika konvolucije produkt, to se u slici dana jednadzba pretvara u oblik
6 Y
Y(s)=—=+——
)=zt a

pajeY(s) = S% + S% o %tl + %t?’ = y(t). Rjesenje jednadzbe je onda
y(t) = 6t + 3.



