Nelinearni sustavi upravljanja Ak. god. 2011/2012

Meduispit
8. svibnja 2012.

Ime i Prezime: Mati¢ni broj:

Napomena: Zadatke obavezno predati s rjeSenjima nakon zavrSetka testa.

1. zadatak (4 boda)

Zadana je nelinearna diferencijalna jednadzba

dx 9

— ==z
dt
a) (2 boda) Koristenjem postupka separacije varijabli odredite rjeSenje x(t) uz pocetni uvjet xg.

b) (2 boda) Skicirajte odziv z(t) uz pocetni uvjet xo = 0.5 i napisite kako se naziva ova pojava.

2. zadatak (10 bodova)
Zadan je nelinearni sustav opisan diferencijalnim jednadzbamas:
& = z(y—1)
y = 4—z%—y>
a) (4 boda) Odredite ravnoteZna stanja sustava i njihov tip.
b) (0.5 boda) Odredite jednazbu izoklina u obliku m = f (z,y).

c) (8 boda) Odredite, uredno nacrtajte i precizno oznacite podruc¢ja u faznoj ravnini z—y gdje je nagib
trajektorije jednak 0, jednak oo, pozitivan i negativan.

d) (1.5 boda) Skicirajte trajektoriju sustava, njezin smjer te pocetni nagib uz pocetne uvjete z(0) = 2 i
y(0) = 3 ako se zna da trajektorija zavriava u najbliZem ravnoteZnom stanju.

e) (1 bod) Skicirajte trajektoriju sustava i njezin smjer uz pocetne uvjete z(0) =01 y(0) = 2.
3. zadatak (7 bodova)

Zadan je zatvoreni krug upravljanja prikazan slikom 1.
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I u X
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Slika 1: Zatvoreni krug upravljanja.

a) (4 boda) Napisite jednadzbe koje u potpunosti opisuju trajektoriju stanja zatvorenog kruga upravlja-
nja.

b) (3 boda) Uz parametre sustava C' = 1.5, a = 3 i pocetne uvjete x(0) = 4 i £(0) = 1, izracunajte sve
karakteristicne tocke trajektorije stanja i skicirajte ju u faznoj ravnini x—t. Napomena: Obavezno
oznaciti smjer trajektorije i napisati kako je odreden!
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4. zadatak (5 bodova)

Na slici 2 prikazan je nelinearni element zona neosjetljivosti. Na ulaz nelinearnog elementa narinut je
sinusni signal oblika us (t) = X, sin(wt) gdje je X, > a.

A,
K(u;- a)
-a
a n
K(u;+a)

Slika 2: Zona neosjetljivosti.

a) (1 bod) Nacrtajte signal na izlazu iz nelinearnog elementa, us(t), i na njemu oznacite sve karakteristi¢ne
tocke.

b) (4 boda) Odredite opisnu funkciju G(X,,) = P(X,,) + jQ (X, ) nelinearnog elementa kada je X,, > a.

1—cos (2z)
2

Napomena: sin®x = i sin (2x) = 2sinz cosx
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RJESENJA:

ZADATAK 1
Zadana je nelinearna diferencijalna jednadzba

dz 9
E—JI.

a) (2 boda) Koristenjem postupka separacije varijabli odredite rjeSenje z(t) uz poCetni uvjet xo.

i-

L =dt/[

—1+0=t
1

T=0c=

x(t) = 2

1—xot

b) (2 boda) Skicirajte odziv z(t) uz pocetni uvjet xo = 0.5 i napisite kako se naziva ova pojava.

Pojava se naziva vrijeme konatnog pobjega (finite time escape) i prikazan je slikom 3.

0.5/(1-0.5 x)

Slika 3: Finite time escape.

ZADATAK 2

Zadan je nelinearni sustav opisan diferencijalnim jednadzbamas:

& = z(y—1)
;o= 44— — 92
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a) (4 boda) Odredite ravnotezna stanja sustava i njihov tip.

Ravnotezna stanja se dobiju izjednacavanjem derivacija s 0O:

0 = z(y—1)
0 = 4—x%—9y>%
iz Cega slijedi:
L (0,2)
1I. (0,-2)
1. (V/3,1)
IV. (=Vv3,1)
linearizacijom se dobije:
Az = (yo - 1) Az + ony
Ay = —2xqAz —2yoAy

ili u matri¢nom zapisu:

Az o Yo — 1 Zo Az —J Ax
Ay | | —2m0 2y Ay | 7| Ay
Za svaku ravnteznu toc¢ku se moze napisati:

10
I. (0,2)J=[0 4}:%1:1,&:—4;»

-3 0
IL. (0,—2)J:[ 0 4}:%1:—3,&:4:»

1. (v3,1)
J = 0 V3
-2v3 -2
det AI=J)=AA+2)+6=A>+22+6=0
= AN2=-1+5V5

= ’ stabilan fokus ‘

V. (V3,1)

1= s % |
Tl 2v3 -2
det ML =J) =X XA+2)+6=A2+2X+6=0
:>)\1,2=—13|:j\/5

= ’ stabilan fokus‘

b) (0.5 boda) Odredite jednazbu izoklina u obliku m = f (z,y).

_%_% 4—x2—y2

m = = =
dv 4z z(y—1)
gdje je m nagib trajektorije na izoklini.
¢) (8 boda) Odredite, uredno nacrtajte i precizno oznacite podru¢ja u faznoj ravnini z—y gdje je nagib
trajektorije jednak 0, jednak oo, pozitivan i negativan.
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e jednak 0,
Nagib je 0 na kruznici 22 + y? = 4.
’m:()éx2+y2:4‘

e jednak oo,
Nagib jeconaz =0ili y = 1.
’m:oo:>y:1\/x:0‘

e pozitivan i

e negativan.
Iz jednadZbe izoklina slijede sljedeé¢i uvjeti za smjer od m

Tablica 1: Tablica uz rjeSenje Zadatka 3.

4— 2% —y? T y—1| m
1 >0 >0 >0 | >0
2 >0 >0 <0 | <0
3 >0 <0] >0 | <0
4 >0 <0] <0 | >0
5 <0 >0 >0 | <0
6 <0 >0 <0 | >0
7 <0 <0 >0 | >0
8 <0 <0] <0 | <0

Skicirana podruéja su na slici 4.
(1.5 boda) Skicirajte trajektoriju sustava, njezin smjer te podetni nagib uz pocetne uvjete x(0) = 2 i
y(0) = 3 ako se zna da trajektorija zavrSava u najblizem ravnoteZnom stanju.

Potrebno je izra¢unati nagib trajektorije u pocetnom uvjetu.

m = _Tg = tan o
a = atan2 (—9,4) = —66°

Iz ovoga slijedi da je pocetni nagib takav da trajektorije kreée dolje desno. S obzirom da trajektorija
zavr$ava u stabilnoj ravnoteznoj toc¢ki tipa fokus, ona spiralno ide u ravnoteznu tocku. Nije to¢no ako
se nacrta da trajektorija ide direktno u ravnoteznu tocku. RjeSenje je prikazano slikom 4.

(1 bod) Skicirajte trajektoriju sustava i njezin smjer uz pocetne uvjete z(0) = 01 y(0) = 2.

Pocetni uvjet je ujedno i ravnotezna tocka tipa sedlo. Ovo je nestabilna ravnotezna tocka ali s obzirom
da je sustav autonoman, stanje ée se zadrzati u ovoj toc¢ki. Drugim rije¢ima, trajektorija pocinje, ostaje
i zavr8ava u ovoj tocki.
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Slika 4: Horizontalne plave crtice oznacavaju nagib 0 a vertikalne nagib co. Narancasto iscrtkana po-

drucja su podruéja s pozitivnim nagibom trajektorije, a plavo iscrtkana podrudja s negativnim nagibom
trajektorije.

ZADATAK 3

Zadan je zatvoreni krug upravljanja prikazan slikom 5.

M e

Slika, 5: Zatvoreni krug upravljanja.

a) (4 boda) Napisite jednadzbe koje u potpunosti opisuju trajektoriju stanja zatvorenog kruga upravlja-
nja.

T = 1u:>d2x—u
g2 a2
dx dy
i
dy dt .
atVdr ~
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ydy = udz

Y = 2/udm + const.

I. latica
e<—a=zx>a=>u=-C
y2 = —2Cz + const
II. latica
e <a= |z <a=u=0
y2 = const
II1. latica

e>a=>r<-a=u=C

y? = 2Cx + const

b) (3 boda) Uz parametre sustava C = 1.5, a = 3 i pofetne uvjete x(0) = 4 i £(0) = 1, izracunajte sve
karakteristi¢ne tocke trajektorije stanja i skicirajte ju u faznoj ravnini x—i. Napomena: Obavezno

oznaciti smjer trajektorije i napisati kako je odreden!

korak | zg Yo latica const. jednadzba Tkrajnje | Ykrajnje
1. 4 1 L. 7 y? = -3z +13 3 +2
2. 3 +2 II. 4 y? =4 -3 F2
3. -3 T2 I1I. 13 y?2 =3z + 13 -3 +2

Slika 6: Trajektorija uz zadatak.

Smjer se moze odrediti tako da se izracuna kut trajektorije u zadanom pocetnom trenutku.

ZADATAK 4

Na slici 7 prikazan je nelinearni element zona neosjetljivosti. Na ulaz nelinearnog elementa narinut je

sinusni signal oblika u; (t) = X,, sin(wt) gdje je X, > a.

a) (1 bod) Nacrtajte signal na izlazu iz nelinearnog elementa, us(t), i na njemu oznacite sve karakteristi¢ne

tocke.
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A "
K(u;- a)
-a
T
K(u;+a)

Slika 7: Zona neosjetljivosti.

Auz
-a R
a Uy
x5
g g
u (t) = X, sin(at)
v

~

Slika 8: Zona neosjetljivosti i njezin izlaz uz sinusnu funkciju na ulazu.

b) (4 boda) Odredite opisnu funkciju G(X,,) = P(X,,) +jQ(X,,) nelinearnog elementa kada je X,,, > a.

Ulazni signal je sinusni, oblika 2 = X, sin (wt). U trenutku ¢1, iznos ulaznog signala je a, stoga pi§emo
a = Xy, sin (wty) = X, sin gy

odnosno a
(p1 = arcsin ——
Xm

Slijedi imaginarni dio opisne funkcije je 0 buduéi da je nelinearni element jednoznacan.
Realni dio opisne funkcije:

4

s
2

Py = ﬂ; J uasinpdp = — K (X, sinp —a)sinpdp =
®a

;ﬁ —oly

_ 4K

= 7x. (Xmsinzgp — asin <p) dy

§ —oln

Vrijedi da je [sin®edp = 1 [ — Lsin2¢]| iz ega slijedi
2 2 g
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— 0o — 2sinm + 2sin2p,) —a (—cos Z + cosp,)]
2 (5 — pa + 58in20,) — X5 cosp, =

¥
2
_ 2K .
=K - = (arcszam—l—;m 1—1—(%”)
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