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S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

Sadrzaj predavanja:

Osnovna lema varijacijskog racuna.

Aproksimacija funkcija.

Lokalizacija baza - tehnika kona¢nih elemenata.
RjeSavanje strujnih krugova tehnikom kona¢nih elemenata.
Maxwellove jednadZbe. JednadZbe potencijala.

Numericko rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi - MKE.
Metoda grani¢nih elemenata.

Numericko rjeSavanje integralnih jednadzbi.

Bridni konac¢ni elementi.

Kontinuirana numericka Fourierova transformacija.
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Osnovna lema varijacijskog racuna (1)

Skalarni produkt funkcija u Hilbertovom prostoru opisan je izrazom:

(e, h) = [&(x)-h(x)-dQ
Q
Lema:

Ako za neprekinutu funkciju

c:0Q —> R

1 za svaku neprekinutu funkciju

h:Q—>R ; QcR"
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Osnovna lema varijacijskog racuna (2)
vrijedi:

Ia(x)-h(x)-dﬁzo ;. xeQ
Q

onda je:

e(x) =0 VVx € Q

Iz ove se leme mogu izvesti sve numericke metode i vecina to¢nih
metoda za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi kao S§to je npr.
Laplaceova transformacija.
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Osnovna lema varijacijskog racuna (3)

Izraz:

js(x)-h(x)-dﬂzo ; xeQ
Q

u literaturi iz primjene numerickih metoda ima razli¢ite nazive. On
se veoma Cesto naziva metodom tezinskih odstupanja (weighted
residual method), a u primjeni numeri¢kih metoda u teoriji antena

zove se metoda momenata (moment method).
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Aproksimacija funkcija (1)
Aproksimacija funkcija = funkcionalna priblizenja
Neka je zadana funkcija:
f(x): Q > R

Zadana se funkcija moZe aproksimirati linearnom kombinacijom baznih
funkcija (vektora), odnosno pomocu izraza:

f(x) = D o -¢i(x)
=1
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Aproksimacija funkcija ( 2)
Bazne funkcije (vektori):

e;i(x) : Q > R ; 1=12,..,n
se jo§ zovu 1 koordinatni vektori.

Bazne funkcije se "proizvoljno" biraju, dok su koeficijenti linearne kombinacije

o, ; 1=1,2,...,n

nepoznati.

Vazno je istaknuti da bazne funkcije moraju biti linearno nezavisne.
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Aproksimacija funkcija (3)

Radi jasnoce, aproksimacija funkcije se moze graficki ilustrirati.

f(x) f(x)

/(Pa/\
~ X

P

[lustracija aproksimacije funkcije

5
2
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Aproksimacija funkcija (4)

Kriterij za izraCunavanje koeficijenata o; ?
e(x) = f(x) - f(x)

N j(f_F).hj(X).dQ =0 ; j=L2,..n
Q

gdje je: h i (x) - koordinatni vektor test-prostora

- test-funkcija

- tezinska funkcija 9
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Aproksimacija funkcija (5)

= aji = [¢i(x)-hj(x)-dQ
Q

b = jf-hj(x)-dgz
Q

10
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Aproksimacija funkcija (6)

ary Ay | [ by
Pisano matri¢no: : . S D —
| 4nl -+ App | (% bn
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Bazni vektori rjeSenja i test funkcije (1)

Ortonormirane baze

J'(Pi.hj.dgg =8 =

Q 0 za 1#]

gdje je 8ji Kroneckerov simbol.

— aj; = I(Pi'hj'dQ = Oji
Q

12
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Bazni vektori rjeSenja i test funkcije (2)

=

o; - Fourierovi koeficijenti
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Bazni vektori rjeSenja i test funkcije (3)

Slijedi da za ortonormirane baze vrijedi da je matrica sustava:

[A] = [I] - jedini¢na matrica

14
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Bazni vektori rjeSenja i test funkcije (4)
Za ortogonalne baze vrijedi da je:

=0 za 1=]

I(Pi'hj'dQ:
Q =0 za i#]j
=b;=[f-h;-dQ L [fhy -do
ajj-ay = j—f Ay = O‘k——'f ke
Q Wk o

[A] - dijagonalna matrica
15
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Bazni vektori rjeSenja i test funkcije (5)

Uobicajeni izbor ortonormiranih (ortogonalnih) polinoma koji se koriste
za baze jest:

- Fourierovi trigonometrijski polinomi
- Legenderovi polinomi

- Cebisevljevi polinomi

Primjer ortogonalnih baza — tzv. razvoj funkcije f(x) u Fourierov red.
Bazne funkcije aproksimacije = teZinskim funkcijama
To je Galjerkin-Bubnovljeva metoda, a kod aproksimacije funkcija to je

ujedno 1 metoda najmanjih kvadrata

16
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Aproksimacija funkcija — izbor metode (1)

Izbor (naziv) metode ovisi prije svega o izboru skupa test funkcija.

n
Aproksimacija funkcije glasi: f(x) = Zoci - @;(x)
1=1

Nepoznati koeficijenti se raCunaju iz sustava jednadzbi:
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Aproksimacija funkcija — izbor metode (2)

[z osnovne leme varijacijskog racuna slijedi da je:

aji = [ 0i(0)-hj(x)-dQ
Q

b = jf(x)-hj(x)-dg)
Q

18
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Aproksimacija funkcija — izbor metode (3)

Neke od vaznijih metoda:

a) Galjerkin-Bubnovljeva metoda:

hJ(X) = ([)J(X) ) J = 1, 2, o 1N

b) Metoda momenata (u uzem smislu):
hix)=x"" ; j=12..,n
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Aproksimacija funkcija — izbor metode (4)

c) Metoda kolokacije u tocki:

hj(x) = S(X—xj) = A(X—Xj) ;1 =12,..,n

o (x —X j) — Diracova delta - funkcija

20
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Aproksimacija funkcija — izbor metode (5)

n
Yoix-oy = fix) 5 j=L 2 ..
1=1

aji =i(xj) ; b; =fx;) ; Lj=12,..,n
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Aproksimacija funkcija — izbor metode (6)
d) Metoda kolokacije u podpodrucju:

1 za Xxj<xj4

hj(x) = ;] =12,..,n
0  u ostatku domene

X1 X2 Xn Xn+1

22
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Aproksimacija funkcija — izbor metode (7)

¢) Metoda najmanjih kvadrata:

Metoda najmanjih kvadrata svodi se na Galjerkin-Bubnovljevu metodu.
23
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Aproksimacija funkcija — primjer

Razvijte funkciju vy = f(x) = Sox _x ;. x €[0,1]
sinl
po baZi: (Pl — X'(I—X)
2
¢ = x"-(1-x)

po metodi momenata.
RjesSenje:

Po metodi momenata test funkcijesu:  hy =1 ; hy, =X

24
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Aproksimacija rezultata mjerenja polinomom (1)

Na osnovi razvijenog algoritma za aproksimaciju funkcije treba razviti
algoritam za aproksimaciju rezultata mjerenja u m tocaka pomocu

polinoma n-tog stupnja. Logi¢no je da vrijedi: (n+ 1) <m.

Dakle, funkcija f(x) ima m poznatih vrijednosti dobivenih mjerenjem:
f(xj) ;] =12,..,m

Aproksimacijski polinom glasi:

n+l )
f(x) = aj+ay - X+...+o,, X" = Zoci-xl_l
1=1

25
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Aproksimacija rezultata mjerenja polinomom (2)
Primjer:

Aproksimacija rezultata mjerenja pravecem (polinomom prvog stupnja)

26
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Aproksimacija rezultata mjerenja polinomom (3)

n+l n+l

— fx) = Do x = o gi(x)
i=1 i=1

P(x) =1
P (x) =x

Bazne funkcije aproksimacije

Pp1(X) =x" J

27
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Aproksimacija rezultata mjerenja polinomom (4)

Funkcija f(x) ima m poznatih vrijednosti. Koju metodu aproksimacije treba
1zabrati?

Logican izbor je metoda kolokacije u tocki:

n+1

Y oi(xp) o = f(x) 5 j=1 2 ..m
1=1

a .

i=eixp)=xi 5 by = fx))

28
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Aproksimacija rezultata mjerenja polinomom (5)

Sustav od m jednadZbi s (n+1) nepoznanica:

Metoda najmanjih kvadrata daje sljedeci sustav jednadzbi:

[A] -[A]{o} = [A] -{B]

gdje je T oznaka za transponiranje matrice.
29
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Aproksimacija rezultata mjerenja polinomom (6)

Sustav od m jednadZbi s (n+1) nepoznanica:

[A]-{a} = {Bj

moze se rijesiti pomocu algoritma koji koristi razvoj matrice [A] po

singularnim vrijednostima (SVD algoritam).

To je rjeSenje koje ima minimalnu Euklidovu normu:

n+l 5
Zoci =min.
i=1

30
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Lokalizacija baza, konacni elementi (1)

Lokalizaciju baza najlakse je objasniti na primjeru aproksimacije funkcija
jedne varijable.

Podrucje se dijeli na konac¢ne elemente (kona¢ne dijelove).

Podjela podrucja na konacne elemente zove se diskretizacija podrucja ili
tehnika konacnih elemenata.

Konac¢ni elementi ¢ine kompatibilnu konfiguraciju, tj. kona¢ni elementi se

ne preklapaju te unija kona¢nih elemenata daje podrucje Q:

NEL NEL
O = U e ili Q = U Q,
=1 e=1

31
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Lokalizacija baza, konacni elementi (2)

Svakom kona¢nom elementu se pridruZzuje proizvoljan konacan broj
¢vorova (NCE ). Cvorovi kona¢nog elementa se nazivaju lokalnim

¢vorovima. 1D konaéni elementi imaju najmanje 2 (lokalna) ¢vora.

Dvocvorni kona¢ni element:

. . NCE = 2

p—

Tro¢vorni konacni element:

NCE =3

w @

32




S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava F -)

Lokalizacija baza, konacni elementi (3)

Radi jednostavnosti, uzet ¢emo da se cjelokupno podrucje dijeli na
kona¢ne elemente koji imaju isti ukupan broj lokalnih ¢vorova (NCE ).

Neka je cjelokupno podrucje Q2 podijeljeno na NEL konaénih elemenata te

neka su svi kona¢ni elementi dvocvorni. Neka je oznaka za ukupan broj

globalnih ¢vorova NGC.
e € Cj-1 Cj ENEL
[ @ ? JITITIRISRIS N @ @ | JRTTCTRICOPPI ORI
1 2 3 J-1 J j+1 NGC-1 NGC

Lokalizirane bazne funkcije aproksimacije pridruzuju se globalnim

¢évorovima.
33
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Lokalizacija baza, konacni elementi (4)
Aproksimacija funkcije f(x) glasi:

NGC

fx) = 2 o)
j=1

Bazna funkcija aproksimacije ?; (x) pridruZuje se j-tom globalnom ¢Evoru.

I u j-tom globalnom ¢voru

Pj(x) =05 =

0 u svim ostalim globalnim ¢vorovima

34
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Lokalizacija baza, konacni elementi (5)

Bazna funkcija ¢ j(x) prikazana je na slijedecoj slici:

®;(x)

j-2 j-1 j j+1 j+2
Za ovako zadane bazne funkcije aproksimacije vrijedi da je:

gdieje f (xj) nepoznata vrijednost aproksimacije funkcije u j-tom ¢voru.

35
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Lokalizacija baza, konacni elementi (6)

- NGC 5
Dakle, vrijedi da je: f(x) = Z (Pj(x).f(xj)
j=1

f(x)

Ovo je linearna aproksimacija funkcije po kona¢nom elementu. 36
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Lokalizacija baza, konacni elementi (7)

Na svakom od konacnih elemenata nalaze se dijelovi dviju baznih funkcija
aproksimacije pridruzenih globalnim ¢vorovima koji pripadaju razmatranom

kona¢nom elementu.

P;(x)  ¢(x)

j2 j-1 j i+l +2 j+3

Iduéi vazni korak je izdvajanje konacnog elementa, odnosno aproksimacija

funkcije po kona¢nom elementu.

37
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Lokalizacija baza, konacni elementi (8)

Izdvojeni konaéni element se promatra u lokalnom sustavu.

1 C 2

N, N, — oblikovne funkcije (shape function),
interpolacijske funkcije (interpolation functions)

Oblikovne funkcije su pridruZene (lokalnim) ¢vorovima kona¢nog elementa.

38
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Lokalizacija baza, konacni elementi (9)

Oblikovne funkcije su opisane Lagrangeovim interpolacijskim polinomima:

X — X
Nl = 2
X1 =X
X — X
N2 — 1
Xy — X

Oblikovne funkcije N, N, tvore bazu na pripadnom kona¢nom elementu.

39
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Lokalizacija baza, konacni elementi (10)

Globalne bazne
funkcije gradimo
pomocu oblikovnih

funkcija susjednih

konacnih elemenata.

40
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Lokalizacija baza, konacni elementi (11)
f(x) Aproksimacija funkcije
f(x) po dvo¢vornom

| kona¢nom elementu

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

®

2

. f
f(xq) i (%2) opisana je izrazom:
: X _ 2 _
T o T = N f(x)
1=l

f(Xl) — vrijednost aproksimacije funkcije u lokalnom &voru 1

f(X ») — vrijednost aproksimacije funkcije u lokalnom &voru 2 .
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Lokalizacija baza, konacni elementi (12)

Lokalne i globalne oznake ¢vorova povezane su pomocu tzv. matrice veze.

Slijedi tablicni prikaz matrice veze za dvo€vorne konacne elemente.

Element br. Lokalni ¢vor 1 Lokalni ¢vor 2
| | 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5

42
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Oblikovne funkcije — Lagrangeovi polinomi (1)

Aproksimacija funkcije f(x) po kona¢nom elementu koji ima NCE ¢vorova

opisana je izrazom:

NCE

f(x) = > N;-f(x;)
i=1

gdje je: N; = N;(x) - oblikovna funkcija pridruzena i-tom lokalnom ¢voru,

f‘(Xi) — vrijednost aproksimacije funkcije u i-tom lokalnom ¢voru.

43
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Oblikovne funkcije — Lagrangeovi polinomi (2)

Oblikovne funkcije moraju zadovoljiti sljedece uvjete:

1 u i-tom lokalnom ¢voru

a) Nj(x)=
O  u ostalim lokalnim &vorovima
NCE
b) Z N; = I po ¢itavom kona¢nom elementu
i=1

Drugi uvjet omogucuje aproksimaciju konstante.

Postavljene uvjete, izmedu ostalog, zadovoljavaju Lagrangeovi polinomi.
44
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Oblikovne funkcije — Lagrangeovi polinomi (3)

Lagrangeovi interpolacijski polinomi ne osiguravaju neprekinutost prve

derivacije na granici dvaju kona¢nih elemenata. Oni osiguravaju samo

neprekinutost funkcije.

Neprekinutost derivacije, odnosno zajedni¢ku tangentu na spoju dvaju

elemenata, moze se realizirati npr. Hermiteovim polinomom treceg stupnja.

Moguce je zahtijevati 1 kontinuitet viSeg reda. On se moze ostvariti
pomocu tzv. splajn funkcija (engl. spline). Takva aproksimacija se koristi
u racunalnoj grafici. U raCunalnoj se grafici za aproksimaciju funkcije po

dijelovima koristi 1 Fergusonov ili Bezierov krivuljni odsjecak kao 1

Bernsteinovi bazni polinomi.
45
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Oblikovne funkcije — Lagrangeovi polinomi (4)

Lagrangeovi interpolacijski polinomi glase:

Ni@=Lix =[] ——*
1 1 k=1 Xj—Xg
k#1

Prethodno je napisano da je za dvo¢vorne kona¢ne elemente (NCE = 2):

Nl _ X — X2 . N2 _ X — Xl
9
X1 —X2 Xy — X

46
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Oblikovne funkcije — Lagrangeovi polinomi (5)

Lagrangeovi interpolacijski polinomi za tro¢vorne konacne elemente

(NCE = 3) glase:

X—X2 X—X3

Nl =
X1 =Xy X;—Xj3

X—XI X—X3

Xy —X1 Xp—Xj3

47
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Oblikovne funkcije — Lagrangeovi polinomi (6)

Graficki prikaz Lagrangeovih interpolacijskih polinoma za trocvorne

konac¢ne elemente (NCE = 3).

N;

48
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Aproksimacija funkcije po MKE

Neka je zadana funkcija jedne varijable u = u(x).

Zadanu funkciju treba aproksimirati po metodi kona¢nih elemenata (MKE).

Kako izracunati koeficijente matrice [A] 1 vektora desne strane {B}
globalnog sustava jednadzbi:

A}, ) = {8}

Integracija po globalnom podrucju moze se ras¢laniti na integraciju po
elementima.

Dakle, za pojedini kona¢ni element formira se lokalni sustav jednadzbi tako

da se Galjerkin-Bubnovljeva metoda izravno primijeni na kona¢ni element.
49
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MKE - formiranje lokalnog sustava jednadzbi (1)

Neka je aproksimacija funkcije u(x) po kona¢nom elementu opisana izrazom:

NCE NCE

=1 =1

50




S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava F -)

MKE - formiranje lokalnog sustava jednadzbi (2)

Lokalni sustav jednadzbi slijedi iz izraza:

[lu) -8} N;-dx=0  ;  i=12,..,NCE

Qe
NCE
| NpNjdx |8 = [Nju@)-dx ;0 i=1,2,..,NCE
Fllo Q

(& (S

51
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MKE - formiranje lokalnog sustava jednadzbi (3)

Dakle, lokalni sustav jednadzbi glasi:

[K} i} = {Dj

Ki = [ Ni(x)-Nj(x)-dx = [ N;-N;-dx
Q Q

(5] €

D; = [ u(x)-Nj(x)-dx = [ u(x)-N;-dx
Q Q

(& €

52
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Asembliranje (1)

Na spoju dvaju susjednih kona¢nih elemenata nalazi se zajednicki

globalni ¢vor. U njemu postoji kontinuitet vrijednosti funkcije.

Posljedica toga je da se lokalne jednadzbe susjednih kona¢nih
elemenata pridruzene istom globalnom ¢voru u globalnom sustavu

zbrajaju. To je osnova postupka asembliranja.

NEL NEL
— € . _ S
Amn = ZKij ) bm_ZDi

m = MVEZE(e, 1) n =MVEZE(e, j)

53
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Asembliranje (2)

Definirati MVEZE (e,1) ; e=1toNEL; i=1to NCE

Nulovati globalnu matricu A 1 globalni vektor B

for e =1 to NEL

Izracunati matricu i vektor kon. elem. K(i,j); D(@) ; 1,j=1to NCE
for 1 =1 to NCE

m=MVEZE(e,1) ; B(m)=B(m)+ D()

for j =1 to NCE

| n=MVEZE(e,j) ; A(m, n)=A(m, n)+ K(,j)
end

end

end

Pseudokod algoritma za asembliranje 54
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Asembliranje (3)

Podjela podru¢ja na konacne elemente 1 oznake globalnih ¢vorova o5

S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava
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Asembliranje (4)
Element br. Lokalni ¢vor 1 Lokalni1 ¢vor 2

1 1 2 Matrica

2 2 3 veze

3 3 4 prikazana
tabelarno

4 4 5

5 5 6

6 7 6

MVEZE(6, 1)=7 ; MVEZE(6, 2)=6

56
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N

FE&s3

Asembliranje (5)

57
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N

FE&S3

Asembliranje (6)
Ki, K1 U D
Kb | Ky TKY | K i, D, TD}
K3, | K3 fi; D3
i |
fis
il

Ukljucivanje konacnog elementa broj 2 u globalni sustav
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A

FE&s3

S

Asembliranje (7)
Ki, Ki» 1, D]
Ky | K5 TK] K U, D, 7D}
K3, K5 TK] | Ki Uy D; T D;
K3 |k | | bl
Us
Ug
u;
Ukljucivanje konacnog elementa broj 3 u globalni sustav 59
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Asembliranje (8)
Ki, Kis 0 Dj
Ky | KL+ | KD 6| | oitos
K3, | kLTK | K i, D3 tD;
K3 | KL TR K, i | | DitD!
K3, K3, i D3
g
Uy
60

Ukljucivanje kona€nog elementa broj 4 u globalni sustav
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Asembliranje (9)
Ki, Ki i P

|kt | K il I e
K3, K3, TKj, Ky, s D3 "Di
K3, K3, TKf, K U B D; D]
K3, K3, TKj | K us D; T D;

Kgl ng Us Dg

u;
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Asembliranje (10)

K%l Kis u, D]
K3 | Ky, TR Ki, U, Py D
K3, LK Ki, U3 D3 1D
K3, K3, TKY K iy | D; T D}
K3 | Knp K K Us D, T D]
K3, K3, tKS, | K3, | | D3 T DS

K, K | | 1 Df

62

Ukljucivanje kona€nog elementa broj 6 u globalni sustav
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Rubni uvjeti — rjeSavanje globalnog sustava jednadzbi

Rubni uvjeti se zadovoljavaju, ako ih Zelimo zadovoljiti, na kraju kad se
u potpunosti formira globalni sustav jednadzbi.

Svakom globalnom (lokalnom) ¢voru pridruZzena je jedna globalna
(lokalna) jednadzba.

Neke od moguc¢ih metoda za rjeSavanje globalnog sustava jednadzbi:

- Gaussova eliminacija

- Cholesky dekompozicija

- Pojasna matrica uz Gaussovu eliminaciju

- Polupojasna matrica uz Gassovu eliminaciju

- Frontalna tehnika

- Blokovski algoritmi (slabo popunjene matrice)

- LU dekompozicija — LAPACK fortranski podprogrami 63
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TKE - Modeliranje izmjenicnih elektri¢nih mreza (1)

Z,
©, ] S

- 64
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FE&s3

TKE - Modeliranje izmjeni¢nih elektri¢nih mreza (2)

©)

Z,

©,

1

Grane sa
strujnim
1zvorima
se izbacuju.

65

NI — NIF=

1
Z

I
Z

|

61} I
()

inl
+ q_
In2

Potpuni lokalni sustav jednadzbi za granu (konac¢ni element) glasi:

66




Nepotpuni lokalni sustav jednadzbi za granu (konacni element) glasi:

1]
Z

HEHR

NI — NI=

1
z

67

u Nadomjesna
_ E shema
L, L)
7
B E _
z zp|e| _ ]zl Potpuni lokalni
1 0, E Lo sustav jednadzbi
. Z Z ] 7

68
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TKE - Modeliranje izmjeni¢nih elektri¢nih mreza (6)

U matricnom zapisu, nepotpuni lokalni sustav jednadZzbi glasi:

Na osnovi matrice veze, asembliraju se nepotpuni lokalni sustavi
jednadzbi. Tim se postupkom dobije nepotpuni globalni sustav

[A¢] @)= {Dgj+{0)

69

o, - O
Redni broj Lokalni Lokalni
grane 9 9
(kon. el.) Evor 1 Evor2
Z, Z, Z
2 1 1 2
2 1 2
o+ 4, _
Q@ EO PO [ 5 [ s | 4
7. 4 2 3
5|5 _
@ — |
I 1 © 5 1 4
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TKE - Modeliranje izmjeni¢nih elektri¢nih mreza (8)

Slijedi injektiranje globalnih struja u globalne ¢vorove:

[Ag] {3 = (D} + {T} = {Re]

Elektri¢na mreza mora imati (najmanje) jedan referentni ¢vor s propisanim
nultim potencijalom. Treba intervenirati u globalnom sustavu jednadzbi.
Zadavanje nultog potencijala i-tog ¢vora u MATLAB zapisu glasi:

Ag(l:N, 1)=0
Ag(i, 1:N)=0
Ag(i,1)=1
Rg(1)=0
71
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TKE - Modeliranje izmjeni¢nih elektri¢nih mreza (9)

* RjeSenjem potpunog globalnog sustava jednadzbi dobiju se

potencijali svih globalnih ¢vorova, a time 1 potencijali svih lokalnih

¢vorova.
Iz potpunog lokalnog sustava jednadzbi pojedine grane izraCunaju se

struje koje ulaze u ¢vorove kona¢nog elementa.

Prema uvedenoj pretpostavci, struja razmatrane grane jednaka je

struji koja ulazi u lokalni ¢vor 1 te grane (kona¢nog elementa).
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ATP-EMTP programski paket

EMTP (Electromagnetic Transients Program) se smatra jednim od
najkoristenijih programa za digitalnu simulaciju elektromagnetskih 1

elektromehanickih prijelaznih pojava. Prvotno ga je razvio Dr. Hermann
Dommel kasnih 1960-tih godina.

ATP — EMTP (ATP - Alternative Transients Program) je jedna od verzija
programskog paketa EMTP.

ATPDraw je graficki predprocesor za ATP — EMTP programski paket, a

razvijen je 1 drugi grafi¢ki predprocesor ATPDesigner.

U daljnjem tekstu bit ¢e reinterpretirana numericka podloga programskog
paketa ATP — EMTP 1 to iz perspektive tehnike kona¢nih elemenata.

n

&3

S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava (_

S

ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (1)

Lokalni sustav jednadzbi za otpor R

U12 =u1—u2 :Rl

1 R

Y=

1 u=u(t)

u” =u(t+At)

Za lokalne ¢vorove 112 u trenutku t+ At vrijedi da je:

uf —uj =R-if Kod strujnih krugova:
Ui =¢;
uy —uf =R-ij
+ _ +
uj =@;
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (2)

U matricnom zapisu potpuni lokalni sustav jednadzbi glasi:

5
R
1

+ -+
_ u 1
R 2 2

1 1
— —— | [ur 0
R R
1 1
- ub 0
. R R _
75
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (3)

Lokalni sustav jednadzbi za induktivitet L

1 L

i I di
1 2
Vrijedi da je:
di; o .
Uy =U;—Uy = K Kod strujnih krugova:
. U =@
d12
Uy =Uzy—U = 4t N
u; =0
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (4)

U programskom paketu ATP-EMTP, referentni trenutak za formiranje
lokalnog sustava jednadZbi za induktivitet L je trenutak na sredini intervala

[t, t+ At]. Za lokalne ¢vorove 1 12 u referentnom trenutku vrijedi da je:

+ + - +
u12+u12:u1 +u1 _u2 +U.2:L.11 —11
2 2 2 At

+ + + .

2 2 2 At
77
S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava F -)

ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (5)

Koriste se aproksimacija:

di A it+A) -1 i

~ @ — - —_

dt At At At
i =i(t)
i" = i(t+At)
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (6)

U matricnom zapisu potpuni lokalni sustav jednadzbi glasi:

= 3

At At . At : +
- —-upy —u;)—1
2L oL | M 2L (up —uy)-iy X Iy
. — s
At At N At : 4
- —\u;—uy )—1
Rl R P I

Nepotpuni lokalni sustav jednadzbi za induktivitet L glasi:

At At ]y [ At )
—_— - —-(uy —uy)-1 0
oL oo | M| | tew)h

. = Y 4
At At N At
- —-(u;—uy)-1 0
R L e ]
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (7)

Proélostm

Moze se

formirati u

nadomjesna i+ i+

shema: 1 2

1 2
A

Pripad1.1i T 1 1] N Pro] .
potpuni X - X uy — Proslost 1
lokalni 1 1 = +
sustav -— = uj Proslost i7
jednadzbi: L A A

80
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (8)

Dakle, u matricnom zapisu potpuni lokalni sustav jednadzbi glasi:

1 .

- uff — Proslost if

A +

1 4 . ot
uj Proslost i7

A

Sto znaci da pripadni nepotpuni lokalni sustav jednadZzbi glasi:

i — i uf — Proslost 0
A AL s
1 1 y
] N n | u; Proslost 0
81
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (9)

Do istog lokalnog sustava jednadzbi moZe se do¢i i na drugi nacin.

Diferencijalne jednadZbe:
U = — s =L 30
12 =Up—Up dt
Uy =Uy — Uy = di
21 2 1 dt

preinace se u integralne jednadzbe, koje se rijesSe pomocu trapeznog

pravila.
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (10)

Formiraju se jednadzbe za struje lokalnih ¢vorova i primijeni trapezno
pravilo:

1 t+At
4+ . + .
11 = f '[ ulzdt + 11 = —(u12+u12) + 11
t
1 t+At
+ . . +
12 = I J‘ u21dt + 12 = (u21+u21) + 12
t

83

S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava F -)

ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (11)

Nakon sredivanje jednadzbi, slijedi da je:

N
7.L 12 7.L 12 1 1
At At .
—— Uy = — —— Uy — 1y +
2.L 21 7. L 21 2 2

Ako se naponi grane u,, 1 u,, zamijene razlikom napona ¢vorova te
grane, onda se dobije potpuni lokalni sustav jednadzbi identican
prethodno dobivenom sustavu.
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (12)

Lokalni sustav jednadzbi za kapacitet C

i . C i
b ! | | L2 i—c.dup
1 N ; dt
Vrijedi da je:
du
dt Kod strujnih krugova:
u =0
du 1 1
12 = C 2l
dt g
i = Yi
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (13)

U programskom paketu ATP-EMTP, referentni trenutak za formiranje
lokalnog sustava jednadzbi za kapacitet C je trenutak na sredini intervala

[t, t+ At]. Za lokalne ¢vorove 1 1 2 u referentnom trenutku vrijedi da je:

.J’- . J’_
I +1 Up—up _ C (s s ( )]
:C- = . u; —u —\u; —u

2 At At (1 2) Lo

.J’- . +
Lt _~Un—uy €[ ( )]
:C- = . u» —u —\u, —u
2 At At ( 2 1) 2
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FESs3

ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (14)

U matricnom zapisu potpuni lokalni sustav jednadzbi glasi:

[ 2.C 2.C ]
At At
2.C 2-C

At At

Nepotpuni lokalni sustav jednadzbi za kapacitet C glasi:

2.C  2-.C ]

At At

2.C 2-C
At At

(2.C ) )
F'(u1—u2)+11 i
b+
2-C . .
K'(uZ_ul)+12 iy
2-C .
Tt'(ul_u2)+11 0
=X +
2-C .
A—t'(uz—u1)+12 0

J
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FES3

ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (15)

Moze se
formirati
nadomjesna
shema:

Pripadni
potpuni
lokalni
sustav
jednadzbi:

Proélostm

—/

A

o

+

)

|

— ProSlost

Proslost

-+
L

i

}+
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (16)

Do istog lokalnog sustava jednadzbi moZe se do¢i i na drugi nacin.
Diferencijalne jednadzbe se preinace u integralne jednadzbe i potom
na njih primijeni trapezno pravilo:

N 1 t+At ;
U, = —- J- 1,-dt + u
_ 12 C t 1 12
N 1 t+At-
Uy = el _! 1, -dt + uy,
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (17)

Nakon §to se primijeni trapezno pravilo, dobije se da je:
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (18)

Nakon sredivanje jednadzbi, slijedi da je:

2'C + 2‘C

. -+
—— Uy = —-Up +1; +1
A 12 A iz Pl
2.C 2.C L
— Uy = — Uy Tt T 1
At At

Ako se naponi grane u,, 1 u,, zamijene razlikom napona ¢vorova te
grane, onda se dobije potpuni lokalni sustav jednadzbi identican
prethodno dobivenom sustavu.
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (19)

Dionica (segment) dvozi¢nog voda — distribuirani parametri

 /
o

1
>

£
@—@—

i

2
O i,
u ]uZ
O 1,
Dionica (segment) dvozi¢nog voda duljine / o
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (20)

Dionica (segment) jednozi¢nog voda — distribuirani parametri

¢,
>0 » <
u1 u2
=0
\ P Y,y

Dionica (segment) jednoZi¢nog voda duljine ¢

Za jednoZi¢ni 1 za dvoZzi¢ni vod sustav jednadzbi ima isti oblik.
U slucaju jednozi¢nog voda moze se koristiti funkcija potencijala
umjesto (popre¢nog) napona. 9

S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava F -)

ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (21)

I 1 /RLCG 2 1,

_———

Koristi se TLM (Transmission Line Model), a parametri voda su:
R - jedini¢ni (uzduZzni) radni otpor segmenta voda [€2/m]
L - jedini¢ni induktivitet segmenta voda [H/m]
C - jedini¢ni kapacitet segmenta voda [F/m]

G - jedini¢ni odvod (poprecna vodljivost) segmenta voda [S/m]
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (22)

Kod niskih frekvencija, segment voda se moZe aproksimirati pomocu
koncentriranih parametara, npr. pomocu 7 sheme:

R-/ L-¢
] e |_|II ~Y Y . )
2 2 2 2
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (23)

Kod tranzijentne analize, mora se uzeti da su parametri voda distribuirani.

Sirenje vala duZ segmenta voda opisano je jednadZbama:

_6_11 :R1+L2
0 X ot
_2 :G.u+C.a_u
0 X ot

U ATP-EMTP nije razvijen softverski alat za rjeSavanje ovih jednadzbi.
Koristi se pojednostavljeni model voda, tzv. vod bez gubitaka.

Problem se moze uspjeSno rijeSiti kombinacijom tehnike konacénih
elemenata i metode karakteristika (R. Luci¢, FESB, doktorat). 96
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (24)

Vod bez gubitaka = R =G = 0. Tada telegrafske jednadzbe poprimaju

jednostavniji oblik:

_%u _ [ 01
0 X Ot
_ 01 _ 0u
0 X ot

Kada se radi o vodu bez gubitaka, onda govorimo o Bergeronovoj metodi.
Ova metoda je prije Siroke primjene raCunala bila zasnovana na grafickom

postupku, dok je danas postupak numericki.
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (25)

D'Alambertovo rjeSenje za sustav jednadzbi segmenta voda bez gubitaka
glasi:
1 =Fx-v-t) — f(x+v-t)

u=272Fx-vt)+Z-f(x+v-t)
gdje je:

7 = \/% - valna impedancija voda

1
Vv = ———— - brzina Sirenja vala
vL-C
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (26)

Iz D'Alambertovog rjesenja slijedi da je:

u+721=2272-Fx—-v-t)

Lako se vidi da vrijedi:

X — v-t = konst. — u + Z-1i=Xkonst.

Neka je vrijeme preleta vala, odnosno vrijeme potrebno da val stigne s
jednog kraja voda na drugi kraj, definirano izrazom:

. duljina segmenta voda /¢
v v
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (27)

1 0,L,C 2 1,
_———

1z

u + Z-1=konst. za X — v-t = konst.

slijedi da za segment voda bez gubitaka vrijedi da je:
Uy (t+At—1) + Z-1,(t+At—1) = u(t+At) — Z-1;(t+At)

U (t+At—1) + Z-1;(t+At—1) = u,(t+At) — Z-1,(t+At)
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FESs3

ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (28)

Nakon sredivanja sustava jednadzbi, imamo da je:

%-ul(HAt) = %-uz(HAt—r) + 1, (t+At—1) + 1;(t+At)

%'Uz(t-i-At) = %-ul(t+At—r) + 1) (t+At—1) + 1,(t+At)
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FES3

ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (29)

U matricnom zapisu potpuni lokalni sustav jednadzbi glasi:

1
z

0

0

1
z

uy

u;

-

%-ul(t—kAt—T) + 1;(t+At—1)

S

1 . ]
Z-uz(t+At—r) + 1, (t+At—1)

Nepotpuni lokalni sustav jednadzbi za segment voda bez gubitaka glasi:

N~

N[ —

(1 .
E'UQ(HN—T) + L (t+At—1)

%-ul(t—ert—r) + 1 (t+At—1)

N

J
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (30)

Dakle, u matricnom zapisu potpuni lokalni sustav jednadzbi glasi:

L
7 uy {Proélost 1} i
: +

+

u; Proslost 2 ier

0 L
Z

ProSlost 1 = %-uz(t+At—r) + 1, (t+At—1)

1 :
ProsSlost 2 = Z-ul(t+At—r) + 1 (t+At—7)
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (31)

U ATP-EMTP uzduzni otpor segmenta voda naknadno se ukljucuje u
proracun na nacin prikazan slikom:

R.L L RL L R.L
4 2 2 2 4

Polovina segmenta voda bez gubitaka
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (32)

Kod modeliranja uzemljivackog sustava potrebno je dodati i odvod,
odnosno ukupnu poprecni otpor segmenta vodica (R,).

/,R,L,C
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (33)

Potpuni lokalni sustav jednadZbi konacnog elementa dodanog u ¢vor 1

glasi:
bl -l wea

Nepotpuni lokalni sustav jednadzbi konacnog elementa dodanog u ¢vor 1
glasi:
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (34)

Potpuni lokalni sustav jednadzbi konacnog elementa dodanog u ¢vor 2
glasi:

r )= {5 e

Nepotpuni lokalni sustav jednadzbi konacnog elementa dodanog u ¢vor 2
glasi:
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ATP-EMTP - lokalni sustavi jednadzbi (35)

Osnovna mana ATP-EMTP programa, odnosno TLM pristupa:

Nije moguce izravno uzeti u ra¢un medusobnu
elektromagnetsku spregu medu razli¢itim segmentima voda.

To je pogotovo vazno kod modeliranja mreZastog uzemljivaca.

Elektromagnetska sprega izmedu faza visSefaznog voda uzima se u racun

pomocu tzv. modalne analize.
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Programski paket ATP-EMTP

Osnovne podatke o programskom paketu ATP-EMTP mogu se pronaci na
adresi: www.eeug.de

& ATPDraw - [Exa_1.cir]
ah File Edt Yiew ATP Objects Tools Window Help _ |8 x|

o Doz = 3w Qe OE
Graficki = EI @l ﬂ = _. = IF'J = %

predprocesor je

programski paket
ATPDraw

MODE: EDIT | %

- o - - =1
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Programski paket EMTP-RV (1)
EMTP-RV je preprogramirana verzija programskog paketa EMTP.

http://www.emtp.com/software/emtp rv.html

EMTPWorks - [C:\Program Files\EMTPWorks\ Examples\ightning' Lightaingl ecf] =18 x|

B Fle Edt View Drawng Options Design EMTP Window Help =18 x|

el 3= i A A e g N E 2 e e R B PR Y
Njegovo
graficko
sucelje je - ,

T T sem

EMTPWorks. o i 12{5 !

‘8 Lghwingled

= ’ e
i#Roémarrer, \ | ,e):a ©@SE ||[Femrworks- (Ciprog.. | RPIIE] smam
CIE = CICC)
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Programski paket EMTP-RYV (2)

ScopeView je postprocesor programskog paketa EMTP-RV.

Scope¥iew - CiDocunents and Settings'oud | BS7\ScopeVies bemplat esUntitled

Fila Edt Vew Graph Zoom Help

LiEE

W 9 p— . 2 . @
RaPRE a6 BB KD E o8 58N h & a- &
ng ope'y e Aug 15, 2003 1220117 PM
Example of fft applied to MATLAB's SimPowerSystems generated signals
MATLAB datas? — Vab_inverter:2 ffVab_inverner2)
S : ‘W’ Em MHN“INMWI EW”
400" “
-60 0
0 0 40 100 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
time (m:,l Frequency (Hz)
MATLAB - daias? — Viab_toad:2 fifVab_toad?)
4004 1
{ ~ 2 ’ )
2004 {1\ f \ f
g Vo \ | | Ew
L f | | \ | [
V] ! / \ 5
200 LY \ / / { |
W o W
400 0
o W 2 30 40 s 60 70 80 90 100 0 500 1000 TS00 2000 2500 3000 3500 4000
time (ms) Frequency (Hz)
seioct A1 | nire AutoLayout 7 damber of Coumne 1 f[2 3 [ 4] 5 1M1
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TKE — Analiza regulacijskih krugova (1)

Modificirana TKE primijenjena je i na rjeSavanje problema energetske

elektronike. Rezultati su usporedeni s rezultatima dobivenim pomocu
Simulinka.

Vujevic, S.; Poli¢, M.; Basi¢, M.; Vukadinovi¢, D. FET-Based Numerical Modeling of
a Self-Excited Induction Generator Driven by a Controlled DC Motor. International
Review of Modelling and Simulations (IREMOS). 9 (2016) , 5; 329-338

o* ®
> CONTROL [
SYSTEM |
Iy R/A, R/,/w R[u
Y
F —\Jj a
/b
» SEIG
B o— DC HJV : :
C
C o— I
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TKE — Analiza regulacijskih krugova (2)

Speed PI T ol
1| controller 2 | Current PI Thyri 60— DC ?
O o, nyristor motor
«| i,* | controller | 4| = 5 3
0 - Lo ordge | 5 @ o)
@ i |
30— J
w Iu
TKE
®
® T
1o" SEIG L[ o6
. u,,| SE L g i Loeﬁtd a.nd U, g
. excitation
Olé\-/-f @ 10 I | capacitors “-\‘/fg
1Mo 412
Iy Ir/)‘
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TKE — Analiza regulacijskih krugova (3)

m .._.D_

DC motor and control system

v

L isalfa isalfa
W
isbeta|—»lisbeta Usalfar—
—»usalfa iralfa;} ———»
irbeta MATLAB Simulink
usbeta
>|usbeta
Te —»Uo
SEIG Load and
excitation
~ capacitors
g 7
Ra
_I Jalfa0 Tbetal
Rb Ca
_I Cb Ce 114




S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava F -)

M1 u diferencijalnom obliku za pokretno sredstvo (1)

Maxwellove jednadZzbe (MJ) u diferencijalnom obliku za pokretno sredstvo
glase:

rotH=VxH= k-E + T+ d—D
dt e =
VeliCine J i p
- . R predstavljaju
rot E=VxE= — d—B c
dt nezavisne izvore
. . elektromagnetskog
divD=V-D= 8] polja.

gdje J oznadava gustoéu struje uslijed gibanja naboja (provodne i/ili
konvekcijske struje). Velicina P je volumna gustoc¢a slobodnih naboja.
115
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M1 u diferencijalnom obliku za pokretno sredstvo (2)

Lako se moZe pokazati da je:

divD=V-D= p

divB=V-B= 0

gdje je v relativna brzina sredstva u odnosu na mirnog promatraca.
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MJ u integralnom obliku za pokretno sredstvo (1)

Maxwellove jednadzbe u integralnom obliku za pokretno sredstvo glase:

§H-df’:j(1< E+J+ dd—] dS=1, j; ds
K S

. dB -
§E-d7 = - [==-dS
K S dt
§D-dS= [p-dV =Qg
S
§B-dS= 0
gdje I, oznacava konturom K obuhvacenu struju uslijed gibanja naboja

(provodnu i/1li konvekeijsku struju). Velic¢ina Q, jest koli¢ina slobodnog
naboja obuhvacéenog zatvorenom plohom S. "7
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MJ u integralnom obliku za pokretno sredstvo (2)

Lako se moze pokazati da je:
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MJ u diferencijalnom obliku za mirujuce sredstvo

Maxwellove jednadzbe u diferencijalnom obliku za mirujuée sredstvo (u

miruju¢em koordinatnom sustavu) glase:

rotH=VxH= «-E+J+ 8_D
ot
tot E=VxE= — 8—B
ot
divD=VD=p
divB=VB= 0

gdje je u odnosu na pokretno sredstvo puna derivacija po vremenu, u prve

dvije jednadzbe, zamijenjena parcijalnom derivacijom po vremenu. 19
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MJ u integralnom obliku za mirujuce sredstvo

Maxwellove jednadzbe u integralnom obliku za mirujuce sredstvo glase:

L . -~ D D
iH-df:l[ E+T+ atjds I, j—ds
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MIJ u diferencijalnom obliku za sinusne veli¢ine (1)

MJ u diferencijalnom obliku za sinusno EM polje u pokretnom sredstvu
glase:

—

+ p:v+ jo-D

les!
le—!

rot (E+T/><E)=Vx(ﬂ+ Vxﬁ)z kK-E+

—

rot (E-vxB)=Vx(E-vxB)= - j-oB
divD=V-D= p

divB=V-B= 0
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MJ u diferencijalnom obliku za sinusne veliine (2)

MIJ u diferencijalnom obliku za sinusno EM polje u miruju¢em sredstvu
glase:

¢ j0D

|~

rotH:VxH: K-E +

rot E=VxE= — j-co-B
divD=V-D=p
divB=V-B= 0
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Elektromagnetski potencijali (1)
Za prikaz elektromagnetskog polja koriste se 1 pomoc¢ne funkcije poznate pod
imenom elektromagnetski potencijali.

Moguce je definirati viSe razli¢itih parova potencijala, uz razli¢itu vezu
izmedu njih (bazdarske uvjete).

Najéesée se koristi vektorski magnetski potencijal A i skalarni elektriéni

potencijal ¢ koji su, sukladno Maxwellovim jednadzbama, u mirujuéem

sredstvu definirani jednadzbama:
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Elektromagnetski potencijali (2)

Iz Maxwellovih jednadzbi u mirujué¢em sredstvu, uz koristenje Lorentzovog

uvjeta, lako se dobije sustav nehomogenih prigusenih valnih jednadzbi:

. 0°A oA -
AA — e 22 e - g
u 8t2 U ot u
» R ot2 ot g

gdjesu J i p gustoce nezavisnih izvora EM polja. Ovo je potpuni sustav
jednadzbi ako su zadani nezavisni izvori.
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Formulacije elektromagnetskih problema

Diferencijalna formulacija problema — matematicki ili inZenjerski
problem opisan je pomocu diferencijalnih jednadzbi, tj. jednadzbi koje

sadrze derivacije. Diferencijalna jednadzba vrijedi za jednu tocku.

Integralna formulacija problema — matematicki ili inZenjerski problem
opisan je pomocu integralnih jednadzbi, tj. jednadZbi koje sadrze

integrale.

Integro-diferencijalna formulacija problema — matematicki ili
inzenjerski problem opisan je pomoc¢u integro-diferencijalnih jednadzbi, tj.

jednadzbi koje sadrze i integrale i derivacije.
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Priblizno rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi

Diferencijalne jednadZbe se mogu pribliZzno rjeSavati polaze¢i od osnovne

leme varijacijskog racuna. Pritom se moZe koristiti:

« Jaka formulacija (engl. strong formulation)

* Blaga formulacija (engl. weak formulation)

Jaka formulacija zahtijeva visi stupanj nenulte derivacije baznih funkcija

aproksimacije, tj. zahtjevi po pitanju derivabilnosti su jaki.

Blaga formulacija zahtijeva niZi stupanj nenulte derivacije baznih funkcija
aproksimacije, tj. zahtjevi po pitanju derivabilnosti su blagi.
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (1)
Neka je problem opisan diferencijalnom jednadzbom:
L(u) = f

gdje je: L — diferencijalni operator,

f — poznata funkcija.

RjeSenje diferencijalne jednadzbe je funkcija u koja se moze
aproksimirati linearnom kombinacijom baznih funkcija:

n
U= 200
=1
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (2)

PribliZzno rjeSenje za slijedi iz osnovne leme varijacijskog racuna.

[[L(@) - f]h-d2 =0 ; i=12 .,n
Q

n
= L] Yaj;|h-dQ = [f-h-d2 ; i=12, .,n
Q =l Q
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (3)

Za linearni operator L vrijedi da je:

.[ iaj'L((Pj) +h; -dQ = If'hj'dQ ;0 1=1, 2, .., n
Q\ j=1 @)

Lako se vidi da vrijedi da je:
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (4)

Dakle, za linearni operator L, nepoznati koeficijenti se raCunaju iz
sustava linearnih jednadZzbi:

n
Daj-aj=b; ; i=12 .,n
i=1
gdje je:
aj = [hi-L(o;)-40
Q
by = [f-h;-dQ
Q
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (5)

U op¢em slucaju, problem je u potpunosti opisan ako su uz navedenu

diferencijalnu jednadZbu zadani: S
* rubni uvjeti,

* pocetni uvjeti.
Bazne funkcije aproksimacije moraju imati potrebni stupanj nenulte derivacije.

Za nelinearni operator L vrijedi da je:

n
Fi:IL > oo |-h;-dQ - jf-hi-dQ . i=1,2,..,n
Q U=l Q

Slijedi iterativni postupak, npr. Newton-Raphsonova metoda.
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (6)
Klasifikacija metoda s obzirom na izbor tezinskih funkcija:

* Metoda momenata:  h; € {1, X, X2, }

« Metoda kolokacije u tocki: h;= 29 (X — X )

* Metoda najmanjih kvadrata: h:. = L ((Pi )

» Galjerkin-Bubnovljeva metoda: hi = QO
* Metoda kolokacije u podpodru¢ju:  h; = 1 na dijelu podrugja

* Metoda najmanjih kvadrata s kolokacijskim tockama —
uzme se vise kolokacijskih to¢aka no Sto je nepoznanica pa se
sustav rijesi po metodi najmanjih kvadrata 132
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (7)
Kako nac¢i priblizno rjeSenje 1D diferencijalne jednadzbe drugog reda

metodom konacnih elemenata, uz jaku formulaciju problema?

Druga derivacija oblikovnih funkcija treba biti razli¢ita od nule. To znaci da
1D kona¢ni element kojem su oblikovne funkcije Lagrangeovi polinomi mora

imati najmanje tri ¢vora.

N;
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (8)
Ako se, uz MKE, koristi Galjerkin-Bubnova metoda, onda je:

Kij = [ N;-L(N;)-dx
Q

(&

D;= | f-N;-dx
Qe

Ako se, uz MKE, koristi metoda najmanjih kvadrata, onda je:

Kij = [ L(N;)-L(Nj)-dx
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Priblizno rjesavanje DJ — jaka formulacija (9)

Kod jake formulacije, simetri¢ni sustav jednadZbi daje metoda najmanjih
kvadrata. Namece se zakljuCak da je, u ovom slu€aju, upravu nju najlogicnije

koristiti, bez obzira koristi li se MKE.

MKE algoritam ima sljedece korake:

* Formiranje lokalnih sustava jednadzbi

* Asembliranje, odnosno formiranje globalnog
sustava jednadzbi

» Zadavanje rubnih uvjeta

* RjeSavanje globalnog sustava jednadzbi
135

a@
U

S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

Blaga formulacija + MKE

Blaga formulacija je prilagodena zahtjevima MKE. Cilj je da se mogu
koristiti konac¢ni elementi sa §to manjim brojem lokalnih ¢vorova. No to nije
jedini razlog. Kod rjeSavanja inZzenjerskih problema, blaga formulacija

1 Galjerkin-Bubnovljeva metoda daju isti sustav jednadzbi kao i minimizacija
funkcionala energije. To znaci da je takav sustav jednadZzbi fizikalno
utemeljen. Naravno, tada se o radi o simetricnom sustavu jednadzbi.

Dakle, najjednostavnije je diferencijalne jednadzbe rjeSavati uz primjenu:

+ Blage formulacije

« MKE
* Galjerkin-Bubnovljeve metode

U nastavku ¢e se koristiti upravo takva kombinacija. 136
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (1)

Neka je elektrostati¢ki problem opisan Poissonovom diferencijalnom

jednadzbom:

V(e-Vo) = —p

gdje je Hamiltonov operator:  y/ = 8_I + 8_] + a_f(
0 X oy 07z

¢ - elektrostati¢ki potencijal,
€ - znaCajka sredstva (dielektricnost sredstva) — u opéem slucaju tenzor,

P - prostorna gusto¢a naboja.
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (2)

Neka je Poissonova diferencijalna jednadzba zadana na volumenu V, kojeg

zatvara ploha S.

4%

S V(e-Vo) = —p

Prvi korak je primjena osnovne leme varijacijskog ratuna, odnosno metode

tezinskih odstupanja.
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (3)
Vrijedi da je:

[[V(e-Vg) + p]-h-dV =0 : Vh:V >R

\Y%

Slijedi da je:
jwa.v(p)-h.dv = - jh.p-dv - Vh:V 5> R
\Y \%
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (4)

Nakon provedene parcijalne integracije dobije se jednadzba:

je-Vh-V@-dV = J'h-p-dV i (JSh-s-a—(P-dS ; Vh
% % s om

rubni uvjeti

koja predstavlja blagu formulaciju problema i1 to je polazni izraz za MKE.

5 o _ o . .
V(p ‘N = ﬁ}_ = USlllJ crena derlvacua u sm]em VallJSke 1101‘1112116
on
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (5)
S
S=S,US,
Sy

Trebaju biti zadani 1 rubni uvjeti. Neka je zadano:

e Na S; zadano ¢ - Dirichletov rubni uvjet

- 0
e Na S, zadano q = &-Vo-n = g 2P
on

(q - gustoéa toka koji ulazi u volumen) - Neumannov rubni uvjet
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (6)

U stvarnosti uvijek se rjeSava 3D problem. 1D 1 2D problemi su reducirani

3D problemi:
3D—> 2D =
dV - 1-.dS=dS ; dS — 1.-ds = ds
3D— ID —

dV — 1-ds > dx ; S — rubne tocke
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (7)

MKE se zasniva na blagoj formulaciji 1 Galjerkin-Bubnovljevoj metodi.

Neka aproksimacija funkcije ¢ po konacnom elementu glasi:

NCE
O = Zi N;-®@;
J:

pa je za Galjerkin-Bubnovljevu metodu: h — Ni'

Neka je V, volumen konacnog elementa.

Neka je S, vanjska ploha kona¢nog elementa.
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (8)

Za konacni element vrijedi da je:

[ e VN;-VO-dV = [ N;-p-dV + $N;-q-dS : WN;
V. V. S

c € c

Nakon uvrstenja linearne kombinacije oblikovnih funkcija, ima se:

NCE
> | [ 2 -VN;-VN;-dV |-@; = [N;-p-dV + $N;-q-dS WN;
=Ly \% S

c < c
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (9)

Lako se vidi da potpuni lokalni sustav jednadzbi glasi:

NCE
D Kg-®y = Dy + @ ; i=1,2; ...,NCE
=

Kij= | & VN;-VNj-dV
V

€

D; = [Njp:dV : Q=¢N;-q-dS
V S

c c
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (10)

Potpuni lokalni sustav jednadzbi u matri¢nom zapisu glasi:

Q; — (ukupni) tok pridijeljen i-tom lokalnom ¢voru; pozitivan je tok koji
ulazi u konacni element.

U globalnom sustavu se ponistavaju tzv. unutarnji tokovi. U globalnom
sustavu se pojavljuju samo tokovi pridijeljeni globalnim ¢vorovima koji
pripadaju plohi S, na kojoj je zadana gusto¢a narinutog toka. Iz navedenog

je lako zakljuciti kako glasi nepotpuni lokalni sustav jednadzbi.
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (11)

Nepotpuni lokalni sustav jednadzbi u matricnom zapisu glasi:
[K] ' {(D} - {D} + {Qnar}

Kij= | &-VN;-VN;-dV ;  D; = [ Nj-p-dV
Ve V.

€

Qnari = I Ni +q-dS - narinuti tok pridijeljen i-tom lokalnom &voru.
SZe

S,. — dio vanjske plohe S, koji pripada razmatranom konaCnom elementu.
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MKE - Poissonova diferencijalna jednadzba (12)

Asembliranjem nepotpunih lokalnih sustava jednadzbi, dobije se nepotpuni
globalni sustav jednadzbi koji u matri¢nom zapisu glasi:

[Al{@gf = (P} + {Qq nar)

{Q g nar} — vektor narinutog globalnog toka; komponente vektora su

tokovi pridijeljeni globalnim ¢vorovima na plohi S,

Globalni sustav jednadzbi se upotpunjuje zadavanjem Dirichletovih rubnih
uvjeta, odnosno zadavanjem potencijala u globalnim ¢vorovima koji
pripadaju plohi S;. Potencijal mora biti propisan u bar jednom globalnom

¢voru. U protivnom je globalni sustav jednadzbi neodreden, tj. ima

y o 148
beskona¢no mnogo rjesenja.
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S. Vujevié - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

2D trokutni konac¢ni elementi (1)

Neka se 2D podrucje proracuna dijeli na trokutne tro¢vorne konacne

clemente.
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2D trokutni kona¢ni elementi (2)

Trocvorni trokutni kona¢ni element omogucuje linearnu aproksimaciju
funkcije potencijala po kona¢nom elementu.

A ()
U zamiSljenom 3D sustavu

(x,y, @) s tri tocke definirana

je ravnina.
%%
| .
T Ty | i
(I)ll D,
%%3
X 1
2
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S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

2D trokutni konac¢ni elementi (3)

3 Izdvojeni konaéni element

Raspodjela potencijala po konacnom elementu opisana je izrazom:

3
=) Ni(x, y)- O
j=1

Za tro¢vorni trokutni 2D konaéni element mogu se definirati oblikovne

funkcije 1 bez izoparametrijskog preslikavanja. 151
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S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

2D trokutni konacni elementi (4)

NJ = i-[cj + bj-x + aj-y] A = £ PovrSina trokuta
J & b; Ci
1 a1 =X3—X2 | by=yr-y3 €l = X2°y3 — X3°Y2
2 a, =x;—x3 | ba=y3-Vy] C2 = X3°¥1 — X1°Y3
3 a3 =Xy —X| | b3=y1—¥> C3 = X1°yy — X'y "
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S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

2D trokutni konacni elementi (5)

Ako je sredstvo unutar kona¢nog elementa homogeno i izotropno, onda je za
Poissonovu ili Laplaceovu diferencijalnu jednadZbu ¢, konstanta pa matrica

tro¢vornog 2D konacnog elementa glasi:

N N
ox  OY |[oN; N, 0N
[K] =Se-j N, N, ox Ox 0x dS
$| 0x 0Oy ||[ON; ON, ONj
I R
Ty
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2D trokutni konacni elementi (6)

Slijedi da je:
K] = e [[B]' -[B]-dS = &-[B]' [B]A]
S

€

pa je konacni izraz za matricu tro¢vornog 2D konac¢nog elementa:

312+b12 al-a2+b1-b2 211'2134—131'133T
€ 2 2
[K]: W;‘ al°az+b1'b2 a2+b2 32°a3+b2'b3
al-a3+b1-b3 a2-a3+b2-b3 a§+b§

154




a@
U

S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

2D trokutni konacni elementi (7)

Ako je sredstvo unutar kona¢nog elementa homogeno i izotropno, onda za 2D
probleme opisane Poissonovom ili Laplaceovom diferencijalnom jednadzbom
vrijedi sljedeci izraz za matricu pripadnog kona¢nog elementa:

K] = & [ [B]"[B]-as

Sto je poseban slucaj izraza koji vrijedi ako je sredstvo unutar kona¢nog
elementa anizotropno (ima razli€ita svojstva u razli¢itim smjerovima):

K] = [[B]" =] [B)-as

€
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2D trokutni izoparametrijski konacni elementi (1)

Trokutni troéverni konacni element se moze dobiti i izoparametrijskim
preslikavanjem, a to je kompliciranije rjeSenje od nepreslikanog elementa.
To ima smisla kada se neSto mora integrirati po kona¢nom elementu jer se

onda integrira numericki po Gaussu.

Preslikavanje A

v
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Oblikovne funkcije glase: Ny=1l-u-v
N2 = u

N = v
3 157
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2D trokutni izoparametrijski konacni elementi (3)

Ako Zelimo da bridovi kona¢nog elementa mogu biti krivocrtni, onda se
mogu koristiti Sesterocvorni izoparametrijski konac¢ni elementi.

Y A
v? 5
4
5 Preslikavanje 6
4 3
69 1
2

—T o— > >
1 2 3 u X
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2D trokutni izoparametrijski konacni elementi (4)

%
Ny=1-3u-2v+2u>+2v’+4uv

5

4 2
69 No=4u—-4u” - 4-u-v
*T o— ,
1 2 3 u N3 = —-u + 2 u2
Prakti¢nije je koristiti Ngy=4-u-v
2D cCetverostrani¢ne 5

. N5 = -V + 2-v

konac¢ne elemente no
sesterocvorne Ng= 4-v — 4.V2 _4.u-v
trokutne. 159
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2D CetverostraniCni izoparametr. konacni elementi (1)

Mnogo je lakSe (automatski) generirati mrezu kona¢nih elemenata pomocu
Cetverostrani¢nih (kvadrilateralnih) 2D konac¢nih elemenata.

2D cetverostrani¢ni konac¢ni elementi su u pravilu izoparametrijski.

Mi ¢emo razmatrati samo konacne elemente kojima su oblikovne funkcije 1

funkcije preslikavanja Lagrangeovi polinomi ili pak njihove izvedenice.

Najmanji moguci broj ¢vorova ¢etverostranicnog kona¢nog elementa je 4.

Jedini¢ni 2D konac¢ni elementi se u posebnom slu¢aju mogu preslikati 1
u trokutne konac¢ne elemente, $to se ostvaruje na¢inom zadavanja matrice
veze izmedu oznaka lokalnih i globalnih ¢vorova pojedinog konac¢nog

elementa.
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N
o
€

etverostraniCni izoparametr. konacni elementi (2)

CetverocCvorni ¢etverostraniéni 2D konaéni element

v

v

Preslikavanje

7
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N
=)
(e

etverostranicni izoparametr. konacni elementi (3)

Va
MozZe se napisati 1 opc¢a formula za

sve Cetiri oblikovne funkcije:

— ¢

v

u N; = %(1 + u-uj)-<1 + V-Vj)

o— o
2
(u i Vj) — lokalne koordinate j-tog ¢vora

(up, vi) = (-1, -1) (uy, vo) = (1, -1)

(uz, v3) = (L 1) (ug, v4) = (-1 1) -
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N
o
€

etverostraniCni izoparametr. konacni elementi (4)

Deveto¢vorni ¢etverostrani¢ni 2D kona¢ni element

V A
4 7
o
) 6
9 o >
u
—0 X
1 5 2
Preslikavanje
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2D Cetverostranicni izoparametr. konacni elementi (5)

U praksi se naj¢esce koristi osmocvorni ¢etverostranicni 2D konacni element.
Njegove oblikovne funkcije su tzv. serendipity polinomi koji se dobiju

preinakom Lagrangeovih 2D polinoma tako $to suma svih oblikovnih funkcija

mora biti jednaka 1.

Vﬂ
4 T
©
6
9 >
u
o
1 5 2
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2D Cetverostranicni izoparametr. konacni elementi (6)
V A
1 2 )
4 7 3 Nj = E-V-(V-FVJ')-(I—U ) ; 1 =35,7
&
6
9 >
u
o
1 5 2

i i(l + u-uj)-(l + V-Vj)-(u-uj + Vv - 1) ; 1=1,2,3, 4
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Matrica izoparametrijskih konacnih elemenata (1)

Za homogeno 1 izotropno sredstvo unutar pojedinog konacnog elementa, za 2D
probleme opisane Poissonovom ili Laplaceovom diferencijalnom jednadzbom
vrijedi slijedec¢i izraz za matricu kona¢nog elementa:

[K] = [[B]' :[B]-ds : dS=dx-dy

€

Neprakti¢ne trokutne 2D izoparametrijske elemente neCemo razmatrati.

Za izoparametrijske €etverostrani¢ne konacne elemente, integracija se

provodi numericki na jedini¢nom 2D kona¢nom elementu:

(K] = e | ] [BI"[B]-du-ay
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Matrica izoparametrijskih konacnih elemenata (2)

Izvodom se moze lako dokazati da je:

[B] =[] [D]

gdje je [D] matrica derivacija oblikovnih funkcija po lokalnim koordinatama:

[ ON, _ ONyee
[D]: Ju Ju
ON;  INnce
| Jv A

Analiticki izrazi za
koeficijente matrice [D]
upisuju se u racunalni

program.

NCE — ukupan broj lokalnih ¢vorova konacnog elementa.
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Matrica izoparametrijskih konacnih elemenata (3)

Matrica [J] je Jacobijeva matrica koja glasi:

S v
% a—\ 1 Vi
Ju Jdu
J|= =|DJ|
(| 20 o=
Jdv  dv
| XNCE YNCE |

dok je Jacobijeva determinanta: J = det [J ] =

2le 22

rlp 2[R
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Matrica izoparametrijskih konac¢nih elemenata (4)

Vrijedi da je:

dS = dx-dy = |J|-du-dv
gdje je:

I = | det [J]]
apsolutni iznos Jacobijeve determinante.

169
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Matrica superparametrijskih konacnih elemenata (1)

Za matricu superparametrijskog ili subparametrijskog kona¢nog elementa,
jedina je razlika u odnosu na izoparametrijski konac¢ni element §to je:

dx By X Y1
o= 2| -Pp)
ox dy
v ov
| XNFP YNFP |
gdje je:
[ ON, ON nrp |
[-]: 8}1 ﬁr)u
oN, ON npp
eAY ov
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Matrica superparametrijskih konacnih elemenata (2)

Kod superparametrijskog ili subparametrijskog kona¢nog elementa,
funkcije preslikavanja su razli¢ite od oblikovnih funkcija:

NCE
D = Z N i @ j NCE — ukupan broj oblikovnih funkcija
J=1
NFP _ NFP _
\:ZNI\I : }:ZNIYI
J=1 J=1

NFP — ukupan broj funkcija preslikavanja Ni ZNi(u, V)
171
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2D Gaussova numericka integracija (1)

Za integraciju po ¢etverostrani¢nim 2D izoparametrijskim konac¢nim
elementima vrijedi da je:

1 1
I= I f(x, y)-dx-dy = I I f[x(u,v), y(u,v))]-m-du-dv
S, -1 -1
I 1 NGU NGV
I = j J.F(u,v)-du-dv = Z Z F(ui,vj)-HUi-HVj
—1 -1 =1 j=1
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2D Gaussova numericka integracija (2)

2D Gaussova numericka integracija se zasniva na kombinaciji 1D Gaussove
numericke integracije duz osi u i duZz osi v.

\4
4 7 3
@ , Primjer:
 J
* 6 3x3=9
9 O—e ° , R Gaussovih 2D
u integracijskih
® L4 tocaka
1 5 2
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3D izoparametrijski konacni elementi (1)

3D podruc¢je se moZe podijeliti na izoparametrijske tetraedre, ali to je

neprakti¢no i nepregledno pa se obi¢no koriste izoparametrijski kuboidi.

[zoparametrijski tetraedri
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3D izoparametrijski konacni elementi (2)

Z A
5 & | /
I 6 u
I e ——
4 —_ - — S
S 3 y
/
& ¢ X
1 2
Lagrangeovski osmo¢vorni kuboid 175

S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava F -)

3D izoparametrijski konacni elementi (3)

| Lagrangeovski
5 | osmoc¢vorni

6 u kuboid

N; = %(1 + u-uj)-(l + V-Vj)-(l + W-Wj) 176
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3D izoparametrijski konacni elementi (4)
Najcesce se koristi 20-¢vorni kuboid, koji nastaje tako da se 27-Cvornom

Lagrangeovskom kuboidu izbaci ukupno 7 ¢vorova.
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Matrica 3D konacnog elementa — Poissonova jedn.

Za homogeno 1 izotropno sredstvo unutar pojedinog kona¢nog elementa, za 3D
probleme opisane Poissonovom ili Laplaceovom diferencijalnom jednadZbom

vrijedi slijedec¢i izraz za matricu kona¢nog elementa:
T
[K] = & [ [B]
V.

Za 1zoparametrijske kuboidne konacne elemente, integracija se provodi

numericki na jedinicnom 3D kona¢nom elementu:

K] =

p—'—)’—‘

J j [B] [B]-|J|-du-dv-dw
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Preslikani beskonacni elementi

Ako je podrucje proracuna neograniceno, tj. ako postoji problem otvorenih

granica, onda je u tom slucaju prakti¢no koristiti kombinaciju konac¢nih 1
beskonacnih elemenata.

Razvijeno je viSe razlicitih tipova beskona¢nih elemenata, a najjednostavniji
za primjenu su tzv. preslikani beskonacni elementi (engl. mapped infinite
elements) koji slijede logiku izoparametrijskih konacnih elemenata.

Osnovna ideja je da se 1D jedini¢ni element preslika u 1D beskonacéni

element. Ideja je logi¢na 1 jednostavna, ali je trebalo pronaci odgovarajuce
funkcije preslikavanja.

179
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1D preslikani beskonac¢ni elementi (1)

>

1 2 3 pol 2
o O ® > ¥ O O >
. o — X
I I [ a2 I a

= = =

U globalnom sustavu ¢vor 3 se

é 523 :l > nalazi u beskonacnosti. Dakle,

— v . . ..

| ﬁ’ T u ¢vor 3 je fiktivan 1 njemu se ne

I

= = =

pridjeljuje funkcija preslikavanja.

Pol se smjesta Sto blize mjestu gdje
je srediSte izvora rjesenja.
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1D preslikani beskonac¢ni elementi (2)

1 2 | .
O O > > ~~
I I I : ! ]
= jn} = ~]=1
Funkcije preslikavanja su:

Ve — 2.u

Ny = ——

l —u
~ ~ l +u
N2(uw) =1 - Ni(u) = ——
=
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1D preslikani beskonac¢ni elementi (3)

1D beskonacni element drugog reda ima dva ¢vora u konac¢nosti za opis

funkcije potencijala. r
F 3 1 - pol 2
T (e) — u X Q o >
I I I ’ X
= = = a a

Vrijjedidaje: @ = ﬁ + b_2
r 2
_ l L _
(Dl a a2 bl
p— =
D, 1 1 b,
2.3 4.92 182
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1D preslikani beskonacni elementi (4)

Oblikovne funkcije preslikanog beskona¢nog elementa drugog reda su:

112—11

N; = Nj(w) =
N, = Ny(u) = 2
2 = Np(w) =1-u

1D beskonacni element tre¢eg reda ima tri ¢vora u konac¢nosti, dok mu je
cetvrti ¢vor u beskonacnosti. Tada vrijedi da je:

183
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2D preslikani beskonac¢ni elementi (1)

2D preslikani beskonacni element je kombinacija 1D preslikanog
beskonac¢nog elementa duz lokalne osi u i 1D kona¢nog elementa duz osi v.
Neka je 2D preslikani beskonacni element cetvero¢vorni.

Preslikavanje

7
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2D preslikani beskonacni elementi (2)

>

Y

Primjer mreze konacnih i beskona¢nih elemenata 185
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S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

3D preslikani beskonacni elementi

3D preslikani beskonacni element je kombinacija 1D preslikanog
beskonacnog elementa duz lokalne osi u i 2D konac¢nog elementa duz plohe
(v, w).

Neka je 3D preslikani beskonacni element osmo¢vorni.
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RjeSavanje osno-simetricnih problema (1)

3D osno-simetri¢ni problemi svode se na 2D probleme u sustavu (1, z).

dV = dx-dy-dz = 2-n-r-dr-dz = 2-Tc-r-m-du-dv

[K] = [[B] [B]-dV = k.- [[B]' [B]-2:% 1 dr-dz

€ Se
I 1
K] = e | ] [B]" (B} 2mer - du-av
-1 -1
K, — provodnost (specifi¢na elektrina vodljivost) tla 187
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RjeSavanje osno-simetri¢nih problema (2)

Primjer: Kruzna metalna ploc¢a na povrsini tla — mreza kon. i besk. elemenata

O 50 61 r(m)
10 °
—
X pol beskonadnog
20 ¢ T 1 elementa
30 .
40 ¢

¢ z(m) 188




a@
U
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Metoda granic¢nih elemenata

Kad je podrucje proracuna homogeno ili neznatno heterogeno, uspjesno se
moze primijeniti i metoda grani¢nih elemenata (MGE). Na engleskom
jeziku to je BEM (Boundary Element Method).

Kad se unutrasnjost podrucja proracuna ne mora dijeliti na konacne
elemente, ve¢ se samo granica podrucja dijeli na grani¢ne elemente, onda
metoda grani¢nih elemenata ima neke prednosti u odnosu na metodu
konac¢nih elemenata.

Polazni izraz za MGE dobije se tako da se na polazni izraz za metodu
kona¢nih elemenata ponovno primijeni parcijalna integracija.

189
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3D MGE - Poissonova jednadzba (1)

Tocke na plohi S treba zasebno razmotriti. Ako se uzmu u obzir 1 te tocke,

moze se izvodom dokazati da vrijedi poopcéeni izraz:

0 O\
Cx ok = Cﬁ (Wk'% = @°5—V;j'ds + I%wk-dV
S\Tj, \Y

gdje je:
= 1 za T eV\S

Ck = A E(O, 1) za TkeS

=0 Za Tk gV
190




S. Vujevié - Numericko modeliranje elektromagnetskih pojava F -)

3D MGE - Poissonova jednadzba (2)

Rjesenje Poissonove diferencijalne jednadzbe:
Ay = — S(r - rk)

za 3D probleme je:

1
Ll = e B

gdje je ® proizvoljna funkcija koja mora zadovoljavati Laplaceovu
diferencijalnu jednadZzbu:

A® =0

191
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3D MGE - Poissonova jednadzba (3)

Funkciju ® sam uveo kod rjeSavanja 2D problema iz razloga numericke

stabilnosti. Medutim, kod 3D problema za tim nema potrebe pa je logi¢no

uzeti da je ® = 0. U tom slucaju vrijedi da je za 3D Poissonove probleme:

1
=T ==
v K 4n.‘r—rk

Pitanje: Koje je fizikalno znacenje funkcije ¥} ?

Odgovor: To je potencijal jedini¢nog tockastog naboja smjestenog u
tocki T, koji se nalazi u homogenom 1 neograni¢enom

sredstvu jedinicne dielektricnosti (€ = 1).
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3D MGE - Poissonova jednadzba (4)

1

4'7'C°|F—?k|

TkQ:I R

Funkcija ‘P, se naziva:

e Fundamentalno rjeSenje
Poissonove jednadzbe,

e Singularno rjesenje
Poissonove jednadzbe,

e Greenova funkcija.
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2D MGE - Poissonova jednadzba (1)

3D Poissonov problem —>» 2D Poissonov problem

V — S
S —> T
OM

p - % (plosna gustoca linijske gustoce naboja)

Rl

— A (linijska gustoéa naboja)
dV. —» 1.dS = dS
dS — 1-ds = ds
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2D MGE - Poissonova jednadzba (2)

Za 2D Poissonov problem vrijedi izraz:

0 o on 1
Cx -0 = 95 [ufk-(—(p - @-ﬂj'ds +I — -y -dS

Pt on on S(’)S g
gdje je:
(=1 za T eS\I
Cy = 3 €(0,1) za Tel

=0 Za Tk$s

A
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2D MGE - Poissonova jednadzba (3)

RjesSenje Poissonove diferencijalne jednadzbe:
A\|} = — 8(? — ?k)

za 3D probleme koji se u rjeSavanju svode na 2D probleme je:

v =¥ = . -In — &

gdje je ® proizvoljna funkcija koja mora zadovoljavati Laplaceovu
diferencijalnu jednadzbu:
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2D MGE - Poissonova jednadzba (4)

Iz razloga numericke stabilnosti, za funkciju ® izabrao sam sljedecu

konstantu:

O =A= %-ln(IOO-dmaX):konst.
‘T

gdje je d ,,, maksimalna udaljenost izmedu ¢vorova mreze grani¢nih
elemenata. Uvodenjem ove konstante postize se to da funkcija ¥} u
proracunu ne moze poprimiti negativne vrijednosti. Najmanja vrijednost
koju moZe poprimiti je In (100) =4,605. Dakle, vrijedi da je:

1 | 1 100- d pax

¥y = In— + A = In———
2-m |1‘—rk| 2-m ‘r—rk’
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2D MGE - Poissonova jednadzba (5)

Air T = Tamv
1 > 1
1 y |
\ ]
\ o) I
\ Q 1
\ 2 1 I
\ /
\ K /
\ 1 KZ /
\ /
\ //
\
. W O ,
\ /
\ /
\ /7
\ 7/
N\ //
\\ s '
N 7
\\ X //
- —>

N —_— e ——

2D MGE - Podrucje proracuna numerickog modela za izracun
temperaturnog polja ukopanih elektroenergetskih kabela 198
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2D MGE - Poissonova jednadzba (6)
14 (@ 13 26 (3 59 & 10 ® 1@

4_0 C A A
7 4 y
@ @
8 3 1 - global node
1 @ 2 @ - element
X
\4

Podjela granica na ,.konacne grani¢ne elemente” i ,,beskonacne grani¢ne elemente”

Vujevié, S.; Srzenti¢-Gazzari, V.; Gazzari, S.,Two-dimensional BEM for analysis of potential
Laplace problems. International journal for engineering modelling, 15 (2002) , 1-4; 45-50

Vujevic, S.; Sarajcev, P., 2D BEM analysis of power cables thermal field, /nternational Journal
for Engineering Modelling, 19 (2006) , 1-4; 87-94
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (1)

RjeSavanje integralnih jednadZbi tehnikom konac¢nih elemenata bit e
pokazano na jednostavnom primjeru.

Neka je zadan pravocrtni vodi¢ kona¢ne duljine £ yodica 1 polumjerar,.

| lz.ro
T

Neka je vodi¢ nabijen nabojem iznosa +Q. Neka se vodic nalazi u

homogenom i neogranicenom sredstvu dielektri¢nosti &,

Treba pomocu tehnike kona¢nih elemenata, uz tankozi¢anu aproksimaciju,

izraCunati potencijal vodica, koji je fizikalno konstantan.
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (2)

Pravocrtni vodic se po tehnici konacnih elemenata dijeli na segmente.

Istoimeni naboji se odbijaju pa se stoga sav naboj nalazi na povrSini

vodi¢a, odnosno na povrsini segmenta vodica.
Tankozi¢ana aproksimacija zna¢i daje: I, < (=( segmenta

Po tankoZicanoj aproksimaciji, uzima se da se sav naboj nalazi na osi
segmenta, a traZi se raspodjela potencijala u to¢kama izvan segmenta,
ukljucujuéi povrsSinu segmenta. Potencijal unutar segmenta jednak je

potencijalu na povrSini segmenta.

Budu¢i da se u numerickom modelu naboj nalazi u osi segmenta, onda

govorimo o linijskoj gustoéi naboja A duZ osi pojedinog segmenta.
201
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (2)

Radi jednostavnosti, segment se zadaje u lokalnom koordinatnom
sustavu (u, v). Polozaj segmenta u (x, y, z) sustavu je proizvoljan.
Lokalni sustav (u, v) je cilindri¢ni sustav, a promatrana tocka T (u, v)

je u prvom ili drugom kvadrantu lokalnog sustava (u, v).

A%

e T(u, v)

u
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (3)

Linijska gusto¢a naboja se aproksimira pomocu linearne kombinacije
oblikovnih funkcija. Neka su oblikovne funkcije Lagrangeovi polinomi.

Ako se linijska gustoca naboja duz osi segmenta aproksimira parabolom,

onda segment ima 3 lokalna ¢vora. Neka su ¢vorovi ekvidistantni.

1 2 3 u
 @rieeisssssassssssssessesnnannan W rninnasnasnaannssaasnasnannnnnan o -
1 u3_1_
ul—_E U.z—o 2
2
R e I (R S L
l l 02 l l
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (4)

Neka su svi segmenti istog tipa, tj. neka imaju isti broj lokalnih ¢vorova.

Neka je ukupan broj lokalnih ¢vorova segmenta NCE.

Aproksimacija linijske gustoce naboja duz osi k-tog segmenta opisana je

1Zzrazom:
NCE

Mo = 2 Nygrhy
j=1
gdje je:

7\'1( — funkcija linijske gustoce naboja duz osi k-tog segmenta,

A

‘. linijska gustoca naboja u j-tom ¢voru k-tog segmenta,

Ny

i~ oblikovna funkcija pridruZena j-tom ¢voru k-tog segmenta.
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (5)
Integracija po osima svih NS segmenata provodi se prema sljedecem
1zrazu:

NS

k=1 |f o flé

koji nakon uvrStenja aproksimacija linijske gustoce struje duz osi segmenta
prelazi u oblik:

| NS NCE Ny - di

¢ = Kj

) = =
4-m-e | " |r—rk
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (6)

Prakti¢nije je, u ovom konkretnom slu¢aju, ne zahtijevati da kontinuitet

linijske gustoce naboja na granici dvaju segmenata bude zadovoljen.

Nepoznanice su:

* Linijske gusto¢e naboja u ¢vorovima segmenata
Mg ik=1,2,.,NS; j=1,2, .., NCE

* Potencijal vodica

¢ = ¢, = konst.
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (7)

Dakle, raspodjela potencijala u 3D prostoru opisana je izrazom:

| NS NCE Ny dj |

(p:

4-nt-¢

Ovaj izraz opisuje 1 raspodjelu potencijala po vanjskoj plohi bilo kojeg
p-tog segmenta. Naravno, fizikalno konstantni potencijal p-tog segmenta je

priblizno jednak onome §to daje prethodni izraz za raspodjelu potencijala:

| NS NCE Ny - dj

O = ¢ =

p kj

) = =
4-mt-e | _ " |r—rk
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (8)

Idu¢i korak je primjena osnovne leme varijacijskog racuna

I((P _(Dp)'hpq’cwp =0 ; p=1,.,NS ; q=1,..., NCE
/

p
gdje je:
CI)p — potencijal p-tog segmenta,
hpq — tezinska funkcija pridruZzena g-tom ¢voru p-tog segmenta.
Neka je:
O, = Vp 208
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (9)

Primijeni li se Galjerkin-Bubnovljeva metoda, iz osnovne leme varijacijskog

racuna slijedi da je:

I((P ~®,)-Ny,-d/, =0 ; p=1,.,NS ; q=1,..,NCE

fp

Prethodni sustav daje NS x NCE jednadzbi s ukupnim brojem nepoznanica
NS x NCE +1. Stoga je potrebno sustavu linearnih jednadzbi dodati jos

jednu jednadzbu:

NS NCE
> Z INkj'df'k A = Q
=l )= 0
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (10)

Simetri¢ni sustav NS x NCE +1 linearnih jednadZbi s istim brojem nepoznanica

glasi:
NS NCE N df' -dv/
J ] = | g
=l j=l {1, ‘p
@ j N 0 ; Vp,Vq
fp
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (11)

Nakon §to se rjeSenjem sustava jednadzbi odrede vrijednosti linijske gustoce
naboja u svim globalnim ¢vorovima 1 potencijal vodi¢a, moZe se izraCunati

potencijal u bilo kojoj to€ki prostora iz izraza:

NS NCE Ny - dj

(p_471:82=:Z

kj

‘—» —>’

r—rk

Uk

U praksi se, za rjeSavanje ovakvog i njemu sli¢nih problema, najcesc¢e vrlo
uspjesno koristi tzv. metoda srednjeg potencijala, koja je poseban slucaj
Galjerkin-Bubnovljeve metode za NCE = 1.
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TKE — RjeSavanje integralnih jednadzbi (12)

Kod metode srednjeg potencijala, oblikovne 1 teZinske funkcije su jedinice,
a posljedica toga je da se linijska gustoca struje duz osi segmenta
aproksimira konstantom:

e = T = L k= 1,2, NS
"

gdje je Q, naboj k-tog segmenta. Slijedi da je potencijal segmenta:

j((P —(Dp)'l-dﬁp =0 ; p=1,..,NS

l
p
aproksimiran srednjim potencijalom duZ vanjske plohe segmenta:
O =0, = ! d/ ; p=1 NS
y == S fedr, -l
p 7

p 212
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Bridni elementi — Edge elements (1)

Bridni elementi se jo$ nazivaju i vektorskim kona¢nim elementima. Pomoc¢u

njih se izravno rjeSavaju problemi opisani Maxwellovim dif. jednadZbama.

U tom kontekstu, klasi¢ni kona¢ni elementi se mogu nazvati ¢vornim

kona¢nim elementima. Pomoc¢u njih se rjeSavaju jednadzbe potencijala.

Kod ¢vornih konacnih elemenata, nepoznanica se pridruzuje ¢voru, dok

se kod bridnih kona¢nih elemenata nepoznanica pridruzuje usmjerenom
bridu.

Nema smisla uvoditi 1D bridne elemente pa govorimo o 2D 1 3D

bridnim elementima.

Svakom usmjerenom bridu kona¢nog elementa pridruzuje se njemu

tangencijalna komponenta vektora i1 vektorska oblikovna funkcija. 13
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Bridni elementi — Edge elements (2)

Neka se po bridnom kona¢nom elementu aproksimira vektor jakosti

elektri¢nog polja E.
Razmatrani vektor po kona¢nom elementu aproksimira se pomocu

sljedeceg izraza:
NBE _

E= ) Nj-E;
o
gdje je: ]
NBE - ukupan broj usmjerenih bridova kona¢nog elementa,

N j — vektorska oblikovna funkcija pridruzena j-tom bridu,

E i jakost elektricnog polja duz j-tog brida (tangencijalna komponenta).
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Bridni elementi — Edge elements (3)

Cetverobridni 2D element

Vi
4 3
u
1 2
E» 4 N» £ Bridni konac¢ni elementi osiguravaju
- Z 7] kontinuitet tangencijalne komponente

vektora jakosti elektricnog polja.
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Bridni elementi — Edge elements (4)

Cetverobridni 2D element - Vi

N = —1'(1 —v)-Vu
4

- ¢,

N2 = T(l + v)-Vu

N3 = 3—2(1 —u)-Vv
4

- B

Ny = T(l +u)-Vy

gdje je £, duljina i-tog brida.
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Bridni elementi — Edge elements (5)

Vrijedi da je tangencijalna komponenta vektorske oblikovne funkcije

jednaka jedinici na vlastitom bridu 1 jednaka nuli na ostalim bridovima:

Nj -é*j = 1 duZ j-tog usmjerenog brida

¢; — jedmicni vektor
1-tog usmjerenog brida;
u opc¢em slucaju

jedini¢na tangenta

na 1-t1 brid 217

2n

a@
U

T T T . . s > I ///;#\// e

1 IR
i —_— s = »_/_’244:,1////

Oblikovna vektorska funkcija ﬁl pridruzena bridu 1. 218
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Bridni elementi — Edge elements (7)

Dosad spominjani bridni elementi su prvog reda, odnosno oni omogucuju
linearnu aproksimaciju vektora po kona¢nom elementu. U praksi se koriste

1 bridni elementi viSeg reda.

219
Bridni elementi drugog reda

a@
U

S. Vujevi¢ - Numeri¢ko modeliranje elektromagnetskih pojava

CNFT (1)

FFT / IFFT algorithm je zasnovan na medusobno zavisnom ekvidistantnom

uzorkovanju u vremenskoj domeni 1 u frekvencijskoj domeni.

FFT / IFFT zahtijeva upotrebu vremenskog prozora koji mora biti odabran na

takav nacin da je funkcija zanemariva nakon tog trenutka.

FFF / IFFT algoritam moZe dati nefizikalne rezultate kod tranzijentne

analize elektromagnetskih pojava.

Stovise, ovaj algoritam je nefleksibilan, jer izbor samo dvaju parametara u
vremenskoj domeni utje€u na iznos svih ostalih parametara 1 u vremenskoj
domeni 1 u frekvencijskoj domeni.
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CNFT (2)

Fourierova transformacija impulsne struje izvora i(t) glast:

(@)= [i(t)-e 7" dt
0

i(co) - impulsna struja izvora u frekvencijskoj domeni,

w=2-n-f - kruzna frekvencija
U opcem slucaju ovaj se integral ne moze rijesiti analiticki.

Stoga je razvijen CNFT algoritam za kontinuiranu numericku Fourierovu

transformaciju.
221
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CNFT (3)
CNFT algoritam je utemeljen na aproksimaciji struje i(t) pomocu tehnike

konaénih elemenata. Koriste se dvo¢vorni kona¢ni elementi. To znaci da

se struja i(t) linearizira po dijelovima. Uzorkovanje je proizvoljno.

: tker =t t—t, . |

ippr(t)= ——— i + —E—-i, © .
a1 — bk 1 — bk fe
ikr; |
|
| |
NEL, tk+1 ' | :
= . — 1mt

loner(@)= 3 [iper()-e ™" dt o |
k=1 ¢ ‘ d

5% 5798

NEL, ukupan broj kona¢nih elemenata — vremenskih segmenata
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CNFT (4)

Analiticko rjeSenje Fourierovog integrala glasi:

NEL, (ik+1 _ik)'Kk n (tk+l iy —ty 'ik+1)'§k

Ienpr(@) = Y]
k=1 tev1 —
gdje za o # 0:
. —_]Oth+1 _.]('Otk tk+1 .](’O'tk—Fl t e j-(:)tk
Ak_ P J
® Q)
. _.](Dtk+1 __](Dtk
By =]
Q)
dok je za ® = 0:
2 2 —
= +2 By =tg 41—tk 223
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ICNFT (1)
Inverzna Fourierova transformacija funkcije ?((D) glasi:
1 + o0 .
(1) =~ [Re[F(0)-'" |- do o )
7T B
0 _
1}7?\
[
| |
| |
ICNFT algoritam je utemeljen na : }
_ | |
aproksimaciji funkcije F((D) pomocu L ®

tehnike konaénih elemenata. Koriste se
dvocvorni konac¢ni elementi. Uzorkovanje
je proizvoljno.
5 W1 —0 7 -~ O
Frer(0)= By +
W41 — Ok Oy +1 — Ok

’ ?k+1
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ICNFT (2)
Slijedi da je:

fionpr(t)=—= [FFET eher ] do

gdje je NEL , ukupan broj kona¢nih elemenata (frekvencijskih segmenata).

Nakon analiticke integracije dobije se sljedeca suma:

NZ Re (Fk+1 Fk)'ak +(®k+1'E< —(Dk'ikﬂ)'ﬁk
k=1 Ok 1 — O

1
fienpr () =—
T
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ICNFT (3)
gdjejezat#0:
G _ el Okt _ gJopt i O celort _ Op s el Okt
k — D) J
t t
. Celort _ oot
D, =1-
k= :
dok je zat=0:
Ck = 0 Dk - 0

Funkcija f(t) u trenutku t = 0 jednaka je nuli.
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ICNFT (4)

I uzorkovanje u frekvencijskoj domeni je nejednoliko:
®; =0
®, =2-1-0,2 rad/s
03 =2-m,

o, =0, +1,05- (cok_1 — (Dk—z) ; k=4,5,...,NEL,

: ) . Floy) _7
Uzorkovanje zavrSava kad je ispunjen uvjet: ————<10
Flo,
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ICNFT (5)

Za ®; =0 vrijednost funkcije moze se aproksimirati koriStenjem sljedece

ekstrapolacije:

Ova aproksimacija ima smisla ako DC slucaj zahtijeva poseban algoritam.

To je boljeno ®; =0 aproksimirati s ®; = 107°.

Ako je DC rjeSenje lako dobiti, onda je ova aproksimacija nepotrebna.
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Hvala na paznji!

<

Pitanja?
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