Zavrsni ispit iz Linearne algebre

23. lipnja 2010.

a2

i vektor b = (3,4)7, s elementima iz polja Z;. Rijesite jednadZzbu Ax = b.

. |2 boda] Zadana je matrica

. |5 bodova| Zadan je skup X svih matrica oblika
2a—b+c a—3b
A= [ a+b b—c }
gdje su a, b, c € R.

a 0 okazite da je vektorski podprostor prostora Mss svih matrica s realnim
1 bod) Pokazite da je X wvektorski podprost t Mo, ih matri Ini
koeficijentima.

(b) (2 boda) Za vektorski prostor X odredite neku bazu i izra¢unajte njegovu dimenziju.

(c) (2 boda) Neka je U : X — My, linearni operator zadan sa U(A) = A (tzv. operator
ulaganja prostora X u M, ). Odredite njegov rang i defekt.

. |4 boda] Zadan je linearni operator A: Py — M5 sa

ap —ay ap+as

2 3\
Alag + a1z + agx +a3x)—[ a a5 — ay

(a) (2 boda) Odredite matricu tog linearnog operatora u paru kanonskih baza od P5 i Mo .

(b) (2 boda) Ispitajte je li taj operator izomorfizam. Prethodno definirati $to to znaci da je
linearni operator A : X — Y izomorfizam.

. |2 boda] Zadan je linearni operator A: R? — R? matricom

N

u kanonskoj bazi. Odredite matricu A’ tog istog operatora u bazi koju ¢ine vektori e; = (1,1)"
ie,=(—1,1)".

. |2 boda] Na vektorskom prostoru svih matrica

a b
a=l5 ]

gdje su a,b,c € R, zadana je norma ||A|| = |a — b|] + |b] + 9]c|. (a) Dokazite da je to zaista
norma.

b) Nadite udaljenost matrica A = Lo iB= 32 u toj normi.
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[2 boda] Odredite sve a € R takve da za matricu

—4 4 2a —1 0

A= —a+3i 2—4da+i

vrijedi eA — 0 kada t — +o0.

[5 bodoval (a) (1 bod) Definirati spektralnu normu ||A || kvadratne matrice A.

(b) (3 boda) Dokaz1te da za bilo koju kompleksnu kvadratnu matricu A vrijedi ||Alls =
Vr(A*A), gdje je r(-) spektralni radius matrice.

(b) (1 bod) Izracunajte spektralnu normu matrice A = [ Bl § 1

[7 bodova| Zadana je matrica
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(a) (2 boda) Formulirajte Gersgorinov teorem o krugovima. Crtanjem GerSgorinovih krugova
pokazite da se spektar navedene matrice nalazi lijevo od imaginarne osi.

(b) (4 boda) Opisite Jacobijevu metodu za rjeSavanje opéenitog sustava Ax = b (1 bod).
Dokazite teorem o nuznim i dovoljnim uvjetima za konvergenciju te metode (3 boda).

(c¢) (1 bod) Pokazite da za navedenu matricu Jacobijeva metoda za rjeSavanje jednadzbe
Ax = b konvergira za bilo koji b € R3.

[6 bodova| Zadana je matrica

0 -2 0
A‘{(s 0 0}'

(a) (3 boda) Odredite skracenu singularnu dekompoziciju te matrice.

(b) (2 boda) Izra¢unajte pseudoinverz matrice A tako da najprije odredite skrac¢enu singularnu
dekompoziciju matrice A™.

(¢) (1 bod) Rabedi (b) odredite x € R? tako da je za b = (2,3)" vrijednost ||[Ax — bl

minimalna.

[5 bodova| Zadan je sustav diferencijalnih jednadzbi iy = —2x; — x9, &9 = 21 — 222, gdje su
x1 = x1(t) 1 9 = 25(t) nepoznate funkcije.

(a) (1 bod) Napisite taj sustav u matri¢nom obliku.

(b) (2 boda) Izracunajte eA?, gdje je A matrica tog sustava.

c) (2 boda) Rabem (b) rijesite navedeni sustav diferencijalnih jednadzbi uz pocetni uvjet



