Zavrsni ispit iz Linearne algebre

17. lipnja 2011.

A:Hg]

i vektor b = (2,1)", s elementima iz polja Zs. Rijesite jednadzbu Ax = b.

. |2 boda] Zadana je matrica

. |5 bodova] Zadan je skup X svih matrica oblika

| a+b a-b
A= {a—l—Qb b—ZC]

gdje su a, b, c € R.

a 0 okazite da je vektorski podprostor prostora Mss svih matrica s realnim
1 bod) Pokazite da je X vektorski podprost t M, ih matri Ini
koeficijentima.

(b) (2 boda) Za vektorski prostor X odredite neku bazu i izra¢unajte njegovu dimenziju.
(c) (2 boda) Neka je U : X — R* linearni operator zadan sa U(A) = (a+b, a+2b, a+3b, a+4b).
Odredite njegov rang i defekt.

. |4 boda] Zadan je linearni operator A: Py — M5 sa

2 —
A(ap + a1z + agx® + azr®) = { Go+2a1 01— ] :

aq as — aq
(a) (2 boda) Odredite matricu tog linearnog operatora u paru kanonskih baza od P; i Mo .

(b) (2 boda) Ispitajte je li taj operator izomorfizam. Prethodno definirati pojam izomorfizma.
. |2 boda| Zadan je linearni operator A: R* — R? matricom
-1 0
a7 s]

u kanonskoj bazi. Odredite matricu A’ tog istog operatora u bazi koju ¢ine vektori e; =
(1,-1)T ies=(1,2)7.

. |2 boda| Zadani su linearni operatori 4, B : R® — R* sa A(a, b, c) = (a+b, a—2c, a—3b, 2a+c)
i B(a,b,c) = A(c,a,b). Nadite udaljenost operatora A i B s obzirom na operatorsku co-normu.

o 17 0 0
. |3 boda| Pokazite da red Z A¥zaA=| 0 1/3 2/3 | konvergira i izracunajte njegovu
P 0 2/5 1/5

sumdu.

Okrenite!
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[2 boda] Definirajte stabilnu matricu i odredite sve a € R takve da za matricu

A | (i—2a-3 a® 4 2i
N 0 3a+4—1
vrijedi e — 0 kada t — +oo.

[4 boda| (a) (1 bod) Definirajte Gersgorinove krugove za matricu A = (a;;) reda n.
(b) (2 boda) Zadana je matrica

1 0 1
A=]10 -3 2
0 1 -1

Koriste¢i Gersgorinov teorem o krugovima, odredite neki ¢ > 0 takav da za spektralnu normu
matrice A vrijedi ||A|2 < c.

AN K
(b) (1 bod) Izracunajte klirn (5) . Racun obrazlozite!

[3 boda] IskaZite teorem o konvergenciji Jacobijeve metode i ispitajte konvergira li sustav
—2x1 + 4x9 = by, 1 + 3x9 = by za bilo koje by, by € R. Izracunajte odgovarajucu drugu

iteraciju x?), xé”, ako je x§°) =0, xé) =0,00=1,by=2.

[6 bodova] Zadana je matrica

2 0
A= 0 -2
-1 -1

(a) (3 boda) Odredite skracenu singularnu dekompoziciju te matrice.

(b) (2 boda) Izra¢unajte pseudoinverz matrice A tako da najprije odredite skra¢enu singularnu
dekompoziciju matrice AT,

(¢) (1 bod) Rabe¢i (b) odredite x € R? tako da je za b = (1,1, —7)T vrijednost ||[Ax — bl

minimalna.

[7 bodova| (a) (2 boda) Iskazite i dokazite teorem o rjeSenju nehomogenog Cauchyevog
problema u R™:

y(t) = A()y(t) +£(t), y(0) =yo.
Zadan je sustav diferencijalnih jednacaba &1 = 2z — 2x9 +t, @9 = 229 + 1, gdje su x; = 1 (t)
i x9 = 5(t) nepoznate funkcije.
(b) (1 bod) Napisite taj sustav u matricnom obliku.
(¢) (2 boda) Izracunajte e, gdje je A matrica tog sustava.

d) (2 boda) Rabe¢i (c) rijesite navedeni sustav diferencijalnih jedna¢aba uz pocetni uvjet
x1(0) = 0, 22(0) = 1.



