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4. poglavlie (korigirano)

« LIMESI FUNKCIJA =«

U ovom poglavlju:

Neodredeni oblik z
Neodredeni oblik oo — o0

Neodredeni oblik 17
Kose asimptote

YV VYV V

Neka je “a” konacan realan broj ili +o. Ako postoji realan broj L, kojem se funkcija
y=f(x) “priblizava” kad je varijabla x blizu “a”, tada taj broj zovemo /limes funkcije

f(x) utoCki x=a, odnosno

L=limf(x) & L~ f(x)akojex=a.

X—a

Ovakva proizvoljna definicija je opisna, ali nije potpuno to¢na. Na primjer, trigonometrijska
funkcija f(x)=sinx zadovoljava:

sinx~=xl ako jex~ o .

Medutim, brojevi 1 i —1 nisu limesi funkcije f(x)=sinx u x=oc0, nego dva razlicita
gomilista. Prema ovome, da bismo uCinili razliku izmedu limesa i gomilista, potrebno je
iskazati preciznu definiciju limesa i gomilista dane funkcije y= f(x) u x=a koristeci

pojmove ¢ — okoline ( “epsilon” —okoline).

Realan broj L je gomiliste funkcije y = f(x) u x =00 ako vrijedi:

za svaki & >0 postoji M >0 takav da za beskonacno mnogo x> M vrijedi
f(x)e(L-¢,L+¢).

Realan broj Lje limes funkcije y = f(x) u x =00 ako vrijedi:

za svaki ¢ > 0 postoji M >0 takav da za svaki x> M vrijedi f(x)e(L—¢&,L+¢) .

Kako vidimo, za preciznu definiciju limesa i gomilista koristimo pojam & -okoline broja L, a
to je interval (L—¢g,L + ¢). Nije teSko pokazati da iz ove dvije definicije slijedi da je limes
Jjedinstveno gomiliste. Na primjer, ako funkcija ima dva razliita gomili§ta u x =o0, tada
funkcija nema limes u x =o0.
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Analogno se definira limes funkcije u bilo kojoj konac¢noj tocki “a ” (vidi poglavlje ?.).

U racunanju limesa dane funkcije y= f(x) u x=o0, ne koristimo se definicijom, nego

svojstvima limesa u odnosu na algebarske operacije medu funkcijama, te prelazom sa
beskonacno velikih na konac¢ne i proizvoljno male (dijeljenje s najve¢om potencijom). U tom
smislu treba znati da je

liml=0, limg* =0, za|g|<1.
X—>0

X—>0 X

Svojstva limesa u odnosu na algebarske operacije medu funkcijama su:

lim(f(x) £ g(x)) =lim f(x) + lim g (x),
lim(a- f(x))=a-lim f(x),
lim(f(x)- g(x)) = (lim f(x)) - (lim g(x)),

_ X—>a

Sag(x)  limg(x)’

img(x)

lim( £ (x)¥) = (lim £ ()™,

pod uvjetom da svi limesi koji se pojavljuju na desnim stranama u prethodnim jednakostima
postoje, odnosno konacni su brojevi.

> 4.1 NEODREDENI OBLIK =

U ovoj tocki ¢emo racunati limese racionalnih funkcija koriste¢i prethodno opisana svojstva
limesa funkcija.

> RIJESENI PRIMIJERI

U slijede¢im zadacima izracunati limese racionalnih funkcija.

1
24—

224 fim 2 _e iy @D 7
xoo 3y —2 x—)oo(3x_2)/x x—)oo3_g
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X X
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227. lim———=2= . = =—=0.
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x°x
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228, Him & T2 OS2 x s
oo DxT 4+ x° =3 x>0 (2x +Xx —3)/X x*wg i_i
x x X!
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2 2 -
229, fim ¥ =2 s _p O 72000 N x g
X—>0 x+1 X—>®0 (x+1)/x X—>®0 1+l
x

/ 1
x+Vx*—x . (x4 =x)/x . I+ l_; 1+1
£ =lim =lim = =1.

230. lIim—————==2
e 2x+3 oo (2x+3)/x x> 2+§ 2

X
’31 lim\/x+3+\4/x2—3x+l_ “ _lim x+3+\4/x2—3x+ ]/\/_

or o fx—a+i-s T o [2m+dx -51/x

\/1+ +\/1—x el 141

=lim —.

x>0 241
1——+41——

Ix*=2x +4+(Bx— 4)_ [\/x —2x"+4+(3x— 4)]/x

232, lim
=0 b x? —d X - = [\/x +x°—4++x -1]/x

5 1_£+i +3_i

lim ¥z ¥ x 1+3 4_
1
2

Hwi/1+l—43+\/l—
X Xx X

71



72 Mervan Pasi¢: Matanl — dodatak predavanjima za grupe GHI

[ 2 N2 _ 3
233. llmx—z-x:%:|x_)(_x)|:hm ( .X') 2( x):lim\}x +2X:

XY= x+1 X—>0 —x+1 on —x+1

2
2 1+—
:hm(\/x +2x)/x:1im ' x L

oo (—x+1)/x x>0 —l+l_
X
— 2 _ _ _ 2 _
234, Tim TV I o Gy fim &Y VX +3(=x)
Y0 2x+1 X 2(—x)+1

[3
Y Y N = 1-=
SN . S R AN o . S [ S x -1y

X0 —2x+1 X—0 [_Zx + 1] /x X0 o4 l -2
X

> ZADACI ZA VIEZBU

32
235, lim =~ *L
o xt +2x7 —4

2
236. lim 2% —X*10
oo X7 4+ x—1

o 2x—l++x*—x
237. lim .
e x4 xt +7

2
238, lim X1V X

o 3x+\/x2 +7

3 3_ _
239, limYX Z2x +d4x-l

e X +3x +x

3[ 3 B
240, lim JX Z2x+4x—]

o adxt+3x +x

2 3/ 3 2
241 lim4 Jx? —5x+1+3% +x 7.

S 3x+4+/x"=2x+5
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2 _ 3.3 2
24 lirn4 \/x 5x+1+\/x +x 7‘

o 3x+4+x>—2x+5

» RJESENJA

R235. 2. R236. 0. R237. % R238. % R239. é R240. -5.
R241. 2 R242. —E.
4 2

> 4.2 NEODREDENI OBLIK «-x

U ovoj tocki ¢emo racunati limese funkcija kod kojih se nakon uvrStavanja x =0 pojavljuje
neodredeni oblik w-c. U tom slucaju je potrebno danu funkciju transformirati raznim

“trikovima” (racionaliziranje, faktoriziranje, itd.) na oblik %, te nastaviti u smislu prelaza sa

beskonacno velikih na konac¢ne i proizvoljno male veli¢ine (dljeljenje brojnika i nazivnika sa
najvec¢om potencijom), §to je objasnjeno u prethodnom poglavlju.

> RJESENI PRIMIJERI

U slijede¢im zadacima izracunati limese funkcija.

243. hm(x/_—\/ )—hm(\/__\/_)ﬁ:\/x i x+x+3

=lim————=0.

x—)oo\/;_i_\/x—

244, lim(x —x* = 3x+4) = lim(x—x* ~3x+4 )““x BELR
e x+/x° —3x+4

4
22 X
i X +3x— 4_;_1 Bx-4)/x —lim X :i.
xaoox_i_\/x —3x+4 XAOO[X-}—\/.X —3x+4]/ Xﬁw1+\/1_3+4 2
2
X X
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2 2
245. lim(Vx* —4 —/x* —2x+5)—hm(\/x —4 ¥ —2x +5)*/X —4 4’ —2x+5

X \/x2—4+\/x2—2x+5_
: ¥ —4-x"+2x-5 : (2x-9)/x
=lim =2=Ilim
""“’\/x 4+\/x2—2x+5 ""“’[\/xz—4+\/x2—2x+5]/x
9
-7
x 2

246, lim 1 Vx=3+x+4
' wa(\/— Vx+4) wa(\/x 3-Jx+4)x—3+/x+4

x=3+Jx+4 1 \/ﬁ+\/_4

=lim =——lim =2=
X—>0 \/_(x 3—x— 4) 7] x>

1, Wx=3+Jx+4]/+x 1

— Ll = ——lim [1—— 1+- ]_——

7x~>oo \/;/\/; 7r~>oo

247, lim (x+vx>—x+2)= |x > (-x)] :_lin} [(—x)+\/(—x)2—(—x)+2] =

X—>—0

=lim[—x ++/x> +x+ ]—hm[ —x VX +x+2 ])hL x +x+2
e x+x° +x+2

lim —x" +x’ +x+2 = fim (x+2)/x 3
0 X+ x+2 R x 4t +x+2]/x
2
I+—

~lim x 1.1

x> 1 2 1+1 2°
I+, 1+—+—
X X

> ZADACI ZA VIEZBU

248. lim (x++/x* =3x+1).

X——0

249. lim(vx* =3x+1-x).

X—>0

250. lim(\/x2 +x+1 —\/x2 +5x).

X—>0
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251. lim(x—3/x> +2x* —1).

X—>0

252. lim((‘/x4 +x =2 —(‘/x4 —x* +3x).

X—>0

» RJESENJA

R248. z R249. —% R250. -2. R251. -

W N
—_

R252. —.
4

> 4.3 NEODREDENI OBLIK 1~

U ovoj toc¢ki ra¢unamo limese funkcija oblika y= f(x)** kod kojih nakon uvritavanja

x =00 dobivamo oblik 1. Osim svojstava limesa, nabrojanih na pocetku ovog poglavlja,
koristit ¢emo vazan identitet:

X—>0

lim(1+1) =e.
X

Nadalje, treba primijeniti odredene «trikove» pomoéu kojih se dani oblik y= f(x)¢™

transformira na eksponencijalni oblik e, pa potom u eksponentu primijeniti rjeSavanje
oblika % s pocetka ovog poglavlja.

> RIESENI PRIMJERI

U slijede¢im zadacima izracunati limese funkcija.

x x X %3
253. lim(x+3j =1°°:1im(1+ij :lim(l+l) :lim(l+1) = ¢
X—>00 X X—>00 X X—>0 % X—>00 %

254, lim(x+aj =1°°:11m(1+3j =1im[1+lj =1im[1+1] _
X—>00 X X—>®© X X—00 X X—>00 X
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255.

256.

257.

258.

259.
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hm( al j—l“’:hm —= ! :%:e"‘
o\ x 44 H‘”(x+4j ) (x+4j e
lim
X xoo\ X
hm( J =1" =1lim = ! xzia:e*“
weA\x+a el x+a . (x+aj e
lim
x X—>00 x

> ZADACI ZA VJEZBU

260. 1

261.

262.

263.

Nx
im \/;-’_2 2
X—© \/;_1 )
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x/2
264. lim[;j .
el x4+ 4x+1

> RJESENJA

R260. ¢°. R261. ¢’. R262. e*. R263. e¢>. R264. ¢

> 4.4 KOSE ASIMPTOTE

Desna kosa asimptota funkcije y = f(x) je pravac y=kx+/ kojem se funkcija f
priblizava kada je x blizu +o.

Lijeva kosa asimptota funkcije y= f(x) je pravac y=k,x+/, kojem se funkcija f
priblizava kada je x blizu —.

Prema tome, kose asimptote (ako postoje) opisuju ponasanje funkcije za neizmjerno pozitivne
i negativne x, odnosno precizira desni i lijevi dio grafa funkcije.

Efektivno pronalaZenje kosih asimptota se svodi na precizno ra¢unanje nekoliko limesa. Sto
vise, za koeficijente kosih asimptota vrijede formule:

—desna kosa asimptota y = k,x+/, funkcije y = f(x):

k= tim LY 1 = lim (o) =k x):

X—>00 X

—lijeva kosa asimptota y = k,x + 1/, funkcije y = f(x):

k= tim 20 - lim (£ (x) — k,).

X——w X

Ako iz ovakvog racuna barem jedan od brojeva £, 1 /; ne postoji, tada funkcija y = f(x) nema
desnu kosu asimptotu. Ako pak barem jedan od brojeva k, i I, ne postoji, tada funkcija
v = f(x) nema lijevu kosu asimptotu.

Ako je u jednoj od kosih asimptota prvi koeficijent jednak nuli tada je ona specijalno
horizontalna asimptota.

Nuznost prethodnih formula za koeficijente %, /;, k, i I, nije teSko opravdati direktno iz
definicije limesa i kosih asimptota. Naime, iz definicije desne kose asimptote imamo da je:
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y=kx+I =~ f(x) ako je x = +0.

Ako podijelimo sa x ovu aproksimativhu jednakost, dobivamo izraz za k,, a potom

prebacivanjem na drugu stranu, dobivamo izraz za /;, odnosno:

X+ ~ X X = + X~ X))/ x = ~ —— akKo exz—i-oo,
hxtl = f@)/x = k+h/x~ f(x)] k fff) koj
kx+l = f(x) = [ ~f(x)—kx ako jex=+o.

> RIJESENI PRIMJERI

U sljede¢im zadacima izracunati kose asimptote danih funkcija.

265. f(x)=~+x"+3x;

* D(f) = (=o0,=3][0,+00);

[.2 143
. k1=limf(x) X +3x/x +x_1.

- b

x>0 x x» r~)oo 1
. . > VxT+3x +x x2+3x—x"
o [ =lim(f(x)—kx)= lim(vx" +3x—x) =lim =

VX2 +3x +x X7 +3x+x

) 3x 3
=lim————==

oo x4 3x+x 2

Desna asimptotaje: y=kx+[ =x+ %;

PACH R x? +3x . Alx?=3x/x .yl

.k2—11 llm—=|x—>—x|=hm—:—hm—:—1;
X—o-0 X X—>—0 X X—>00 —x/x X—>0 1

o L= lim (f(x)=kyx) = lim (\/x2 +3x+x)=|x > —x|= lim(\/xz —3x—x)=

/ X2
= lim(Wx? 3y -y Y3 EX x> 3
X Vx? =3x+x x_’“’\/x -3x+x Y_’E"’\/x -3x+x 2

Lijeva asimptota je: y=k,x+/, =—x _%;
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266. f(x)=x+~x>—2x;

o D(f)=(-,0]U[2,+x);
. klzlimf( )y VY 2x—1+lim

X—>0 X—>0 X—>0

=8

o [ =lim(f(x)—kx)= lim(x++x>—2x-2x)= lim(vx*-2x-x)

=1lim i — = lim—mnso— g:—1;

e X =2x4+x X1 —2x+x 2

Desna asimptota je: y=kx+[ =2x-1;

2 2
o dey = tim 20D i IV 20 N2 e
xX—>—© X X——0 X X—>—00
2
Sl lim Y2,
X—0 —X

79

VXt =2x+x

Vx*=2x+x

o [, =Ilim(f(x)—k,x)= 1im()c+\/x2 —2x)=|x—> —x|= lim(\/x2 +2x —x)=

—hm( /x oy x)\/x +2x +x x2+2x—x°

= lim = lim

Va2 +2x+x x4 2x +x TP +2x+x

Lijevaasimptota je: y=k,x+/, =1;

267. f(x) = arctg (%}
x* =9

* D(f)=(=0,-3)(3,+00);

e izrazloga arctg(+oo)=% = k=0

o [ =lm(f(x)-kx)= hmarctg[ x1 j: arctg lim x;l —arctg 1 =

Vx? =9

X—>0 x _ 9

. . T
Desna asimptota je: y = Z;

e izrazloga arctg(—o)= —% = k, =0;

l\)

. 12—11m(f(x) kx)—hmarctg{ _1 J:arctg lim -1 =arctg—1=—%;

X—>—00 2 9

.o . . T
Lijeva asimptota je: y = _Z;
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268. f(x)=3x—~/4—x;

* D(f)=(-0,4];

e nema desnog dijela domene pa nema ni desnu asimptotu ;

JO) i 3X VA x x> -x| = lim X =NA+xY lim_—3=3;

Xx—>-0 X X——0 X Xm0

o k,=Ilim

—X
o L=1lim(f(x)-kx)= limBx—-v4-x-3x)= - lim(V4-x)=—o0;

Kako ne postoji /,, to nema ni lijeve asimptote.

> ZADACI ZA VIEZBU

U slijede¢im zadacima naci kose asimptote danih funkcija.

269. f(x)=v4-x>.
270. f(x)=+vx*+5x—6.
271, f(x)=3x+x*+4x.

X =3x

Vxt+xr+1 .
273. f(x)=Ax>—2x% +1.

272. f(x)=2-th

» RJESENJA

R269. D(f)=[-2,2], nema kosih asimptota.
R270. D(f)=(-0,-6]U[l,),
e desna y=x+%,

e lijeva ——x—é
i y >
R271. D(f) = (—o0,—4]U[0,0),
e desna y=4x+2,
e lijeva y=2x-2.
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R272. D(f)=(-%,+x),
e desna y=2,
e lijeva y=-2.

R273. D(f)= (-, +0),
2

e desna y=x——,
Y=

e lijeva y=x——.
i y 3
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